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1 • ARITHMETIQUE 
ALGEBRE ET TRIGONOMETRIE 



1.1 Symboles usuels de I'algebre 



Symboles 

V 

3 

a E 
a<£. E 
f Ez> F 
\Fcz E 

0 

En F 
Evj F 

C A 



a T b = c 



a T e = eT a = a 
a T a' = e 
aRb 
y->f(x) 
y <=> f(x) 

fog 

a modulo n 



Symboles dits quantificateurs 

signifie « quel que soit » ; par exemple V a e E, quel que 
soit a appartenant a E. 

signifie « il existe » ; par exemple 3 a G E, il existe a appar- 
tenant a E, tel que .... 
a est un element de l’ensemble E. 
a n’appartient pas a E. 

Symbole de F inclusion signifiant que F est un sous- 
ensemble de E, c’est-a-dire contenu dans E et pouvant 
etre i;lui-meme. 

Ensemble vide. 

Intersection de E et de F; ensemble des elements 
communs a E et a E 

Reunion de £de F; ensemble des elements appartenant 
soit a E, soit a F, soit a leur intersection. 
Complementaire de A sous-ensemble de E ; on a 

A o C A = 0. 

Relation exprimant que c est le resultat de l’operation 
interne effectuee sur aet /'elements de E On trouve aussi : 

a A- b ; a* b ; a + b; a . b. 

e est l’element neutre de Foperation T . 
aet a' sont des elements symetriques dans Foperation T. 
a et b satisfont a une relation binaire designee par R. 
x element de E s’applique sur y element de F. 

L’ application est bijective. 

application composee signifiant y — » g(x)] ; ne pas 

confondre avec go /signifiant y — > g[/(x)]. 
signifie a + Kn, quel que soit Rentier relatif. 
valeur absolue ou module de a. 
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1 • Arithmetique 
Algebre et trigonometrie 



1.2 Structures algebriques 

A) Groupe : ensemble G non vide possedant une loi de composition interne 
satisfaisant aux axiomes suivants : 

1 °\/a, b, ce G : (a T b) T c= a T (b T c) (associativite), 

2°3ee G,\/a:a T e=eT a= a (e, element neutre), 

3° Va e G, 3a' : a'T a = a T a'= e ( a ' , symetrique), 

Groupe abelien :\/a,bs G\ a T b = b T a (commutativite). 

Proprietes : 

\/ a, b, cg G, a T c = b T c => a = b, c T a = c T b a = b (tout element 
est regulier) ; 

\/ a, b& G, 3x g G tel que a T x = b ■. x = a' T b 
et xT a =b : x = b T a'. 

Sous-groupe : G'd G est un sous-groupe de Gsi V a, b e G'\ a T b' £ G' 
(6'symetrique de ^dans G). 

B) Anneau : ensemble A muni de deux lois de composition interne satisfai- 
sant aux axiomes suivants : 

I. A est un groupe abelien pour la premiere loi (addition) : 

1° y a, b, c e A: {a+ b) + c = a + (b + c) ; 

2°30e A,y a: a + 0 = 0 + a = a; 

3° y a g A, 3 (- a) : a + (- a) = (- a) + a = 0 ; 

4° V a, b& A: a + b = b + a. 

II. y a, b, c£ A: ( ab ) c= a(bc) (associativite de la multiplication). 

III. y a, b, c e A : a(b + c) = ab + ac, (a + b) c = ac + be (distributivite). 
Anneau unitaire : 3 e G A, y a : ea = ae = e 

( e , element neutre pour la deuxieme loi, appele unite). 

Anneau d’integrite :V<2#0, V£#0 => ab # 0 (pas de diviseurs de zero). 
Proprietes : Va, b : (- a) b = a{- b) = (- ab), V a : a.O = O.a = 0. 

C) Corps : ensemble TTmuni de deux lois de composition interne satisfaisant 
aux axiomes suivants : 

I. Ke st un groupe abelien pour la premiere loi (addition). 

1 °y a, b, cs K: (a + b) + c = a +(b + c), 

2°30e K,y a : a + 0 = 0 + a = a, 

3° y a g K, 3(- a ) : a +(- a) = (- a) + a = 0, 

A°y a, b& K: a+ b = b + a. 
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1 .3 Calculs dans I'ensemble 
des nombres reels 



II. K( prive de 0) est un groupe pour la deuxieme loi (multiplication). 

1° \/a, b, ce K: ( ab ) c= a(bc), 

2° Bee K,\l a ■. ea = ae = a, 

3° \/a # 0, Bar 1 : aa x = a x a = e, 

III. V a, b, c e K: a(b + c) = ab + ac, (a + £) c = ac + be. 

Corps commutatif (ou droit) : la deuxieme loi est commutative. 

1 .3 Calculs dans I'ensemble des nombres reels 



1.3.1 Exposants et radicaux 

Exposants : p, q entiers positifs, negatifs ou nuls, a et b reels differents de 0 

<f= 1, a-f=~, cfcfl=af’^, 

a P p 

(</)? = tt*, (ab)P = aHP, f tT = - • 

Kb) b p 

Radicaux : n, q entier positifs, p entier relatif, a et b reels 
%fa = b a = Ifl, n ifa = n Jtfa 

n iI7 p = ?//=/= a m . 



m, m 'rationnels, a et b reels positifs 



m jn' jn+ m' / jn\ m ' mm ' —m 

a a = a , [a ) = a , a 



(ab) m = a m b m , 




1.3.2 Identites usuelles 



m 

a 



(rf ± b ) 2 = a" ± lab + b~ 
o' - b" = {a+ b)(a- b) 



ab = 



a+ b 



(a+ b ) 3 = a ±3 a b+ ’bal? ± 1? 
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1.3 Calculs dans I'ensemble 


Algebre et trigonometrie 


des nombres reels 



+ ^2 + • • • + u n ^ + 2 

l</<» 1 <i<j<n 

{a l +a 2 +...+a n f = Yj a l + 3 X + 6 X V/* 

l</'<« 1 <i<j<n \<i<j<k<n 

(# 1 +^ 9 +...+ ^ )-^ = ^ ' — Ui l . . .cJl n , 

v 1 2 B L\ u\ 1 » 

k x ,k 2 ,...,k n 

sommation etendue a tout ensemble d’en tiers £j, ..., positifs ou nuls tels 
que + ... + k n = p. 

Division par (x ± a ) 

^-a n =(x-d) (x”- 1 + ^- 2 + ... + ^x”-^- 1 + 

Identite de Lagrange : 

{ct + b 2 + c 2 ) r« /2 + a + A - r^' + ^ + a 2 = 

= - cb') 2 + (cvr' - ac') 2 + (rz^ - ba') 2 . 

Theoreme de Bezout. — Si 2 polynomes A et B sont premiers entre eux, 
il existe un poiynome u de degre < a ceiui de B et un poiynome v de degre 
< A tels que Ton ait Au + Bv = 1 . 

1.3.3 Sommations usuelles 

Progressions arithmetiques : a premier terme, 
r raison, 

n nombre de termes. 

Somme des n premiers termes S = a + (a + r) + . .. + (a + (n — l)r) . 

g _ [2 a + ( n — 1 ) r] n 
2 

Progressions geometriques : q = raison, a = l er terme, 

Somme des n premiers termes S = a + aq + . . . + aq n 1 . 
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1 .3 Calculs dans I'ensemble 


Algebre et trigonometrie 


des nombres reels 



Limite de S quand q < 1 et n — » °° : 

5 = 

Produit des n premiers termes : 



\-q 



p = = (aD . 



Sommations sur nombres entiers 

Somme des n premiers nombres entiers : 

r i o , ,n n(n+ 1) 

Sj = 1 + 2 + o + ■■■ + {n — \) + n = — ■ 

Somme des carres des n premiers nombres entiers : 

5 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + ... + (*- l) 2 - « 2 = m n +Jl . 

6 

Somme des cubes des n premiers nombres entiers : 

5 3 = l 3 + 2 3 + 3 3 + ■•• + (rc - l) 3 + w 3 = I " uLuplf = (5l) 2. 

Somme des quatriemes puissances des n premiers nombres entiers : 

2 

c ,4 2 4 ,4 / lV 4 4 n(n+ l)(2w+ l)(3«" + 3«- 1) 

04 — 1 +2. + J +••• + \ fl— 1 ) + 71 — 

Somme des nombres impairs : 

1 + 3 + 5 + - + (2n- 3) + (2 n- 1) = w 2 . 

Somme des nombres pairs : 

2 + 4 + 6+ + 2» = 2 S] = n(n + 1). 

Somme des carres des nombres impairs : 



1/ + 3" + 5 Z + ••• + (2n— Ip = 



2 n(2n- 1 )(2 n + 1 ) 



Somme des carres des nombres pairs : 



2 2 + 4 2 + ■■■ + (2«) 2 = 2w(>?+ 1)(2 ” + 1 ) . 

3 

Somme des cubes des nombres impairs : 

l 3 + 3 3 + 5 3 + + (2n- l) 3 = n 2 (2n 2 -l). 
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1.3 Calculs dans I'ensembie 


Algebre et trigonometrie 


des nombres reels 



Somme des cubes des nombres pairs : 

2 3 + 4 3 + 6 3 + - + (2 n ) 3 = 2 «2(w + l) 2 . 

Sommes tirees de la relation : 

n + 1 i 

1 + x + x 2 + ■■■ + x n = — (progression geometrique). 

x— 1 

Derivons : , , 

1 + 2x+3x 2 + ... + ^- 1 =^ ziZLliWI, X9tl . 

Faisons x = ^ : ( - v ' 1 ) 

1 + 2 + A + ... + ^ = 4 fl -" +2 



2 2 2 2 n ~ * 



, 72 + 1 . 



0U I + A + A + ... + 2L = 2 fl-^) =2-^2. 
2 2 2 2 3 2 n V 2 n+lJ 2 n 



En derivant encore une fois, on a : 

T n+ 1 / i \ U 1 

2 + 2.3 x + 3.4 x 2 + ... - n(n- 1) = -f ^ ~ 

dx (x-1) 

n(n- 1 )x” + 1 — 2x\x~ -!) + «(« + 1 )x” 1 - 2 

(*- l) 3 

En faisant x = - et en multipliant par - et — , on a les sommes : 

Z 2 2 1 

2 + 23 + 3 v4 + + ?7(«- 1) _ 2 3 _ « 2 + 3 w + 4 

2 2 2 2 3 2 n ~ 1 ” 2 ” 1 

_2_ 23 33 «( rz — 1 ) _ 2 2 _ + 3 re — 4 

2 2 2 3 2 4 2 n ~ 2 n 



Sommations de la forme S = ^ n{ n — 1 ) 

S n = 1.2 + 23 + 3.4 + - + n(n- 1) = 



(n+ l)n(n— 1) 



S 12 a = 1.2.3 + 2.3.4 + ... + (n-2)(n- 1) n = 



(n+ \ )n(n — \)(n — 2) 



^12...^ - 



( n + !)«(«— 1 ) ■■■ (n — k+ 1 ) 
£ + 1 
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1 .4 Numeration binaire 


Algebre et trigonometrie 





Sommations de la forme S ■■ 



5, = — + — +■•• + 



1.2 2.3 



V I 

J—i n(n— 1 ) 

— 1 — = yf— -- 



= I--- 

n 



— — — I — - — f ••• + 

2 1.3 3.3 

S? — - — i — r + t — : — - + ••• + 



i = i(i - 

(2n+ 1 )(2« + 3) 2V 2 n+ . 

1 l rf — n - 2 1 1 



3 1.2.3 2.3.4 («-2)(w-l)« ^ 2n -2n ^ 2n(n— 1) 

1.4 Numeration binaire 



En numeration binaire il n’y a que 2 signes (que Ton designe generalement 
par 0 et 1). Tout nombre, en numeration binaire, s’ exprime par une suite de 
termes formes de 0 et de 1 qui, multiplies par les puissances de 2 successives, 
donnent la representation decimale du nombre. 

Exemple : 23 =16 + 4 + 2+1 = 

= 2 4 X 1 + 2 3 X0 + 2 2 X 1 + 2 1 X 1 +2°X 1 = 1 0 1 1 1. 



Pour transformer en binaire un nombre exprime en decimal, il faut 
commencer par diviser ce nombre par la plus haute puissance de 2 y 
contenue, diviser le reste par la plus haute puissance de 2 contenue dans ce 
reste, etc. 

Puissances de 2. Exemple : Transformer 365 en numeration binaire. 



2 ° = 1 

2 1 = 2 La plus haute puissance de 2 contenue : 



2 2 = 


4 


dans 


365 est 256 


= 2 8 , 


reste 


109 ; 


2 3 = 


8 


dans 


109 est 


64 


= 2 6 , 


reste 


45 ; 


2 4 = 


16 


dans 


45 est 


32 


= 2 5 , 


reste 


13 ; 


2 5 = 


32 


dans 


13 est 


8 


= 2 3 , 


reste 


5 ; 


2 6 = 


64 


dans 


5 est 


4 


= 2 2 , 


reste 


1 ; 


2 7 = 


128 


dans 


1 est 


1 


= 2°, 


reste 


0 ; 


2 8 = 


256 














2 9 = 


512 




7 X 0 + 2 










2 10 = 


1 024 


365 = 2 8 X 1 + 2 


> 6 X 


1+2’xl 


+ 2 4 


2 n = 


2 048 


+ 2 3 


X 1 + 2 2 


X 1 


+ 2 1 


x 0 + 


2° X 


2 12 = 


4 096 














2 13 = 


8 192 


= 10 110 1 


1 0 1. 











Etc. 



7 




1 • Arithmetique 


1.4 Numeration binaire 
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Inversement pour transformer un nombre du binaire en decimal, il faut addi- 
tionner les puissances de 2 materialisees par le rang du symbole 1 . 

Exemple : Transformer 1010100 = 2 2 + 2 4 + 2 < ’ = 4+ 16 + 64 = 84. 

Le nombre de signes N utilise en numeration binaire est pour exprimer un 
meme nombre de n chiffres en decimal, 

N= n = 

log 10 2 0,301 03 

Ainsi, un nombre de 9 chiffres en decimal exigera 30 signes en binaire. 

Operations en numeration binaire 



Table d’ addition : 


0 


1 


0 


0 


1 


T 


T 


0" 



avec report de 1 a la colonne suivante pour l’addition 1 + 1 = 10. 

ADDITION DE 2 NOMBRES. — Se fait comme en decimal, en additionnant les 
chiffres de meme rang en commen^ant par la droite. Quand on a 2 fois 1 le 
resultat est 0 et on reporte 1 a la colonne suivante. 

Exemple : Additionner 27 =1 101 1 et 13 = 1 101. 

110 11 
110 1 

1 0 1 0 0 0 = 32 + 8 = 40. 

Addition de plusieurs nombres. — II faut proceder par recurrence, addi- 
tionner les 2 premiers, ajouter le troisieme a la somme obtenue, etc. 

SOUSTRACTION. — Methode par complementation. 

Dans le chiffre a soustraire on remplace les 1 par 0 et vice versa ; on addi- 
tionne avec le premier nombre ; on supprime le premier 1 sur la gauche et on 
ajoute 1 au resultat obtenu. 

Exemple : 83 - 42 = 4 1 . 

83 = 1 0 1 0 0 1 1 

42 =101010; complement 0 10 10 1. 
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1010011 
010101 
110 1000 
1 

1 0 1 0 0 1 = 32 + 8 + 1 = 41. 
Table de multiplication. 

Multiplicande 



Multiplicateur 

autrement dit : 1 X 1 = 1 . Tous les autres cas donnent 0. La multiplication s’opere 
comme en decimal. Tous les produits partiels sont 0 ou le multiplicande. 
Additionner les produits partiels successivement. 

Exemple : 19x 13 = 247. 

10011 
110 1 
10011 
00 000 
10011 

3 premieres lignes 10 11111 
quatrieme ligne 10 0 11 

1 1 1 1 0 1 1 1 = 247. 

Remarque. — Le nombre de chiffres du produit est au plus la somme des 
nombres des chiffres du multiplicande et du multiplicateur (ici 5 + 4 = 9). 
Regie generate quelle que soit la base de numeration. 

DIVISION. — La division directe en binaire s’opere par soustractions succes- 
sives, operation assez compliquee. Les machines qui utilisent la numeration 
binaire, operent par formules iteratives utilisant [’addition, la soustraction et 
la multiplication et donnant l’inverse du diviseur. II suffit ensuite de multi- 
plier. 




Operation 



Multiplication. — 
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1.5 Algebre de la logique 


Algebre et trigonometrie 


ou algebre de boole 



Binaire decimal 

Chaque chiffre decimal de 0 a 9 est represente par sa valeur en binaire normal 
et un nombre est forme de la juxtaposition de ces representations. Par 
exemple 72 se traduit par 7 = 01 1 let 2 = 0010, soit 01110010. Cette 
representation utilisee dans certaines machines electroniques n’a plus aucun 
rapport avec le binaire normal (elle representerait 114). 

1 .5 Algebre de la logique ou algebre de boole 

L’algebre de Boole opere sur 2 elements seulement que Ton represente habi- 
tuellement par 0 et 1. Cette notation indique seulement 2 etats ou 2 posi- 
tions qui s’excluent mutuellement (par exemple l’etat ouvert ou ferme d’un 
contact electrique, comme nous le verrons plus loin). 

Une variable de I’algebre de Boole est un symbole qui peut prendre arbitraire- 
ment l’une ou l’autre des 2 valeurs 0 et 1. En permutant ces valeurs, on 
obtient des relations correspondant par dualite avec les relations initiales. 
L’algebre de Boole comporte 3 operations de base : 

1° La somme logique (symbole v) dont la table est celle ci- 
contre : ce qui veut dire que xv y vaut 1 si l’une au moins des 
variables vaut 1 ou encore si l’une ou l’autre vaut 1. Si les 
2 variables valent 0, x v y = 0. 

Quel que soit x, x v x = x (idempotence). 



2° Produit logique (symbole.) dont la table est celle ci-contre : 
ce qui veut dire que x.y vaut 1 si et seulement si les 2 variables 
valent 1 (ou encore si l’une e/Tautre valent 1). 

Si l’une des 2 variables vaut 0, x.y = 0. 

Quel que soit x, x.x = x (idempotence). 

On designe encore quelquefois ces 2 operations par I’opera- 
tion ou (somme) et l’operation et (produit). 

3° Negation ou complementation. — Operation a 1 seule variable (symbole x' 
ou quelquefois x, x barre) qui consiste en ce que le resultat vaut 1 si la 
variable initiale vaut 0 et inversement. 

On verifie que ces operations possedent les proprietes suivantes : 
Commutativite : x\t y = yv x , x.y = y.x. 

Associativite : xv (yv z) = (xv y) v z, a.(b.c) = ( a.b).c . 

Ce qui permet de supprimer les parentheses. 



\ a: 


0 


1 


0 


0 


0 


1 


0 


1 



\ X 

A 


0 


1 


0 


0 


1 


1 


1 


1 
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1 .6 Analyse combinatoire 



Distributivite d’une operation par rapport a I’autre : 
x.(y v z) = x.yv x.z, 

XV ( y.z ) = [xv y).(xv z). 
Proprietes de la negation : 

xv x'= 1, x.x'= 0 

(x v y) '= x'y', (x.y) '=x'v y' . 



FONCTIONS DE VARIABLES BOOLEENNES x, y, z, ... C’est une quantite binaire 
(c’est-a-dire qui ne prend que les valeurs 0 et 1) dont la valeur (0 ou 1) est 
connue quand on connait les valeurs de x, y, z. 

Developpement normal disjonctif: 

Quelle que soit la fonction, on a : 

f(x,y z, ...) = [/*(1, y z, ...).xv f(0,y, z, ...).x'. 

L’expression du premier membre comprend des termes comportant un 
variable de moins. On peut done developper n’importe quelle fonction de n 
variables en une expression comportant 2” termes. 

Developpement normal conjonctif: derive du precedent par dualite. Identite de 
base : 



fix, y z, ...) = [fi\,y z) v x'].[/(0, y, z) v x] . 

Comporte egalement 2” termes. 

Nombre de fonctions possibles de n variables = 2 2 . 

1.6 Analyse combinatoire 

Permutations. Nombre de groupes differents que Ton peut faire avec m 
objets en tenant compte de I’ordre des objets. 

1° Sans repetitions (c’est-a-dire qu’il y a m objets differents et que, par conse- 
quent, chaque objet figure une seule fois dans chaque groupe) : P m = m ! 
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2° Avec repetitions : plusieurs objets semblables peuvent figurer dans chaque 
groupe ; nombre de permutations de m objets dont a, (3, y, ... semblables, 
tels que 0C + [3 + y + — = m 

R a,$,y- _ P m _ m ! 

m P a- P [Y P r- « ! (3 ! y ! ... 

Exemple : 

m = 4, a = 2, B = 2 ; ifc 2 = = 6 . 

4 2 ! 2 ! 

a a b b baba 

a b a b b a a b 

abba b b a a. 

Arrangements de m objets p a p = nombre de groupes de p objets differents 
que Ton peut former avec m objets differents en tenant compte de l’ordre : 

= m(m— — p + 1) = — — — 

ym — p) ! 

(Si p= m, on a A ” = P m = m !). 

Combinaisons de m objets pa p = nombre de groupes de p objets differents 
qu’on peut former avec m objets sans tenir compte de l’ordre. 

A p i 

1 ° Sans repetition : C p = — = ^ • 

r m P p\ {m— p) ! 

to a o./.-.. vP m(m+ \)...(m+ p- 1) n p v 

2 Avec repetitions : K m = — ^ j <- = ^ m + p_\ > q ue 1 on 

peut encore mettre sous la forme 

K P _ (p+ 1 )(p+2)...(p+ m- 1 ) 
m (m- 1 ) ! 

Repetition signifie ici que Ton peut faire entrer dans le meme groupe 
plusieurs fois le meme objet (ou la meme lettre) sans cependant que le total 
des objets differents depasse m. 

Exemple = 4 : K ^ = 20 . 

3 ! 
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1.6.1 Proprietes des combinaisons 

Sans repetitions : C P n = p , 



C, n = C p m _ j + C p m _ j (triangle de Pascal), 



c f m =<£-\+<£-\+-+<r i + c ;:; 

Avec repetitions : K P m = K P m _ j + K P m 1 = C P m + p _ y , 

K p m = ki x + K *~ i + ... +**- 1 , + e 1 . 

W 1 Z W— 1 772 

1.6.2 Formule du binome et formules derivees 

(x + *)(* + £)...(* + /) = x w + S 1 x w - 1 + 5 2 ~ 2 + - +S p »r-P + - +5„ 



' , r'P 1 



.Sj = a + b + c + + 4 



S 2 = ab + ac + ■■■ + be + bd + ■■■ + cd + ■■■ 



S 3 = abc + abd + + bed + ••• . 

Si a = b = c = /, on a la formule du binome de Newton 

(x + a) m =x m + C 1 ax” 1 - 1 + C 2 A "*- 2 + - + C"" 1 /- 1 * 

x 7 m m m 

Le nombre des termes est (m + 1). 

Si x= a= 1 => 1 + C\ + C 2 + - + C” = 2 n . 

n n n 

x=-a= 1 => 1 + C 2 + C 4 + - = C 1 + C 3 + C 5 +- = 2”- 1 . 

n n n n n 
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1.6.3 Triangle de pascal 
1 l 
1 2 1 

13 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 

i C‘ 

1 C'. 





1.7 Equations algebriques 



1.7.1 Fonctions symetriques des racines 

f(x) = Oq x” + ai x! l ~ 1 + ■•• + a n = 0, 

Op represente la somme des produits p a p des racines, Sp la somme des puis- 
sances p de celles-ci. 

d-\ ct'y & . d 

°i = > = ° 2 = — > °p = (-i y f = (-D" - K • 

dQ dQ 

I dQ S\ + d\ = 0 

d^ iS*2 + d i + 2^ 2 = 0 

dQ Sp + d i Sp _ j + • • • + dp _ i Sj + pdp = 0 (0 < p ^ ti) 

a o $n +i + a \ $n + "• + a„ 5i = 0 

^ a 0 + k + a \ $n + k- 1 + + a n$k = 

Pour le calcul des sommes Sp (p < 0), prendre l’equation aux inverses. 
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y= -=> a nf + a n-if 1 + - + a x y+ Oq= 0, 

^*“x? = S a 5p-S a+ p, a^|3, 

j :^- y a - s 2a ), 

X *?*/ • *1 = ( X * £*?) VX "“ + Y ^- X + Y (a> p> Y diffirents >- 

i,j, k 

1.7.2 Equations reciproques 

Soit f une fonction telle que/(l) ^ 0 ,/(- 1) ^ 0 et : 

f'^x) = Uq + ••• + ^ + Up ^ + ■•• + Uq + ■•• + Oq 

= x P a^xP H + ••■ + u^x^ ^ + ••• + Up 

se transforme par y = x + 

x 1 + — = S 2 = y 1 -2, ..., tf + — = ^ = j5 / ,_ j - Sp_ 2 ■ 

1.7.3 Equations du premier degre 

Voir au chapitre Determinants et Matrices, le paragraphe « Systemes 
lineaires », p. 22. 

1.7.4 Equations du deuxieme degre 

ax? + bx + c = 0. 

1°A = $ — 4 ac > 0 : 2 racines reelles 

x \ _ -b + J b~ - 4ac 



? . 0 
2° Si A = b - 4 ac = 0, 1 racine double : x = - — ; 

2 a 
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3° Si A = If — 4 ac < 0, 2 racines imaginaires : 



x 

// 

x 



-b + i^Aac- b" 



2 a 



Relations entre coefficients et racines 

\ 2 -2 



y = 



x+ ■ 



2a 



'-4 
4 a 



ac 



= a{x— x'){x— x " ) . 



Somme des racines : S = x' + x" = — - • 

a 

Produit des racines : P = x' x"= - ■ 

a 

DfiTERMINATION DE 2 NOMBRES x ET y dont on connait la somme S et le 
produit P, ou la difference D et le produit P. 

Avec x + y = S, x et y sont racines de : 

X 2 -SX+P = 0. 

Avec x— y = D, x et (— y) sont racines de : 

X 2 - DX-P= 0. 



Construction g£ometrique : 

Connaissant Set P Connaissant D et P 
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On en deduit 2 theoremes : 

a) Le produit de 2 nombres reels variables, dont la somme est constante, est 
maximal lorsque ces 2 nombres sont egaux. 

b) La somme de 2 nombres positifs, dont le produit est constant, est mini- 
male lorsque ces 2 nombres sont egaux. 

■ Etude du trinome du deuxieme degre 

y = a. x 2 + bx + c . 



Signe du trinome : 
b 2 —4 ac <0, 
b 2 —4 ac = 0, 
b 2 —4 ac > 0, 



y toujours du signe de a ; 

b 

y du signe de a, sauf pour x =— — pour lequel y = 0 ; 

2 a 

y du signe de a a Fexterieur des racines et du signe 
contraire a Finterieur. 



1.7.5 Equations du troisieme degre 

(1) x’ + ax 2 + bx + c = 0. 



RESOLUTION ALGEBRIQUE. — En posant x = y— - , on obtient : 

2 ^3 

m 3 „ , a 2 a ab , 

(2) jr + py + q = 0, avec p = b - — et q = — — + c . 

Formons R = ou 4 p* + 27 cf. 

Les racines de (2) sont : 

Xj = u + v, x 2 = kOCj + v<X 2 , Xj = ua 2 + V(X\, 
u et v etant les expressions 




aj et (X 2 etant les racines cubiques de l’unite : 



a, 



_ - 1 + iV3 



et a- 



_ - 1 +-iV3 
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Si R > 0, une seule racine reelle : 



y 



= 



3 3 

+ 



2 



(formule de Cardan) 



Si R = 0, 1 racine double = — ^ et une simple = ^ . 

2p m P 

Si R < 0, 3 racines reelles qui, quoique reelles, se presentent sous forme 
imaginaire (somme de 2 imaginaires conjugues) (voir resolution trigonome- 
trique). 

RESOLUTION TRIGONOMETRIQUE. — Par la transformation x = y — - , on 
amene 1’ equation a la forme y’+'5py+2q=Q. 
l er cas : p > 0. Posons sh (p = — . 

Les 3 racines sont alors : P'J p 



Ji = ~2-J~p sh 

“ y 2 = J~p sh ^ + i V3p ch 

= Jp sh ^ - [Jdp ch 



2 e cas : p < 0. 

a) p^ + q 1 > 0. On pose 



On a 



ch <p = — 3 — 

-pJ^P 



Jl = -2j—p ch 
“ y 2 = J-p ch ^ + ij-5p sh 
= J~p ch | - ij—3p sh 
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(3) + cf <0. On pose 



On a 



cos (p = — 2 — ■ 

-pJ~P 

y x = —2-J—p cos 
y 2 = 2^Pp cos 
y } = 2/^ cos 



1.7.6 Equation du quatrieme degre 

x ■ + a + bs? + cx+ d= 0. 

On calcule les solutions de l’equation du troisieme degre + rf + sy + t = Q, 
dont les coefficients sont r = - b, s = ac- 4 d, t= d{4 b — a 2 ) - r . 

Soit y la plus grande racine reelle de [’equation en y. 

On calcule 

S = t j&~ b + y ’ 

* = rW~*+ y ’ 

avec 

e = + 1 si 
e = - 1 si 

Les racines de 1’ equation du quatrieme degre sont racines des 2 trinomes 

2 

x + px + q = 0, 

2 

x + p l x+ q j = 0. 
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1.8 Determinants systemes lineaires 
et matrices 

1.8.1 Determinants 

■ Calcul du determinant d'une matrice carree 

DEFINITION. — Une matrice est un tableau de nombres. Une matrice a n 
lignes et p colonnes est appelee matrice n x p ou matrice de taille n x p. 

Si n = p, on park de matrice carree. 

Le determinant d’une matrice carree est un nombre reel. On le note a l’aide 
de barres verticales ou en ecrivant le mot « det » devant la matrice. On 
presente ci-dessous la regie de calcul d’un determinant dans trois cas particu- 
liers puis dans le cas general. 

Determinant lxl. — Si a est un nombre reel, det (d) = a. 



Determinant 2x2. — 



^11 

a 2\ 



a \2 

a 22 



~ a \\ a 22 ~ a \ 2 a 2 \ ' 



Determinant 3x3. — 



a u 


«i2 


a \3 


a 21 


a 22 


a 23 


a 3\ 


a 32 


a 33 



a \\ a 22 a 33 + a \2 a 23 a 3 1 + a l3 a 2l a 32 

a \3 a 22 a 3\ - a \\ a 23 a 32 ~ a \2 a 2\ a 33- 



Pour retrouver simplement cette formule, on peut utiliser une disposition 
pratique appelee regie de Samis. 



+ ++/--- 

«13 

«23 

Determinant wX n (n> 4). — A designant une matrice carree de taille 
n x n, on note a^j le coefficient de la matrice a l’intersection de la ligne i et de 
la colonne j. On appelle mineur d’ordre ( i , j) et on note A ■■ le determinant de 
la matrice A privee de la ligne i et de la colonne j. On obtient ainsi une 
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matrice carree d’ordre (n — 1) X (n — 1). On presente deux fajons de calculer 
le determinant : 

n 

- developpement selon la ligne i 0 : detA = ^ (— 1) ?0+ ' ? a^jA^j ; 

7=1 

n 

- developpement selon la colonne : detA = ^ (— 1) ? "0° A;j . 

i = 1 

Grace a cette technique, on est conduit, pour calculer le determinant d une 
matrice de taille « X », a calculer des determinants de taille [n — 1) X (n — 1). 
En reiterant ce precede, on peut toujours se ramener au calcul du determi- 
nant de matrices de taille 2x2. 

■ Proprietes des determinants 

1 ° Nombre de termes = n ! 

2° Un determinant ne change pas de valeur quand on permute lignes et 
colonnes (autrement dit quand on le fait tourner autour de sa diagonale prin- 
cipale). 

3° Quand on echange 2 lignes (ou 2 colonnes) il change de signe. 

4° Quand il a 2 lignes (ou 2 colonnes) identiques ou proportionnelles, sa 
valeur est 0. 

5° Quand on multiplie tous les elements d’une ligne (ou d’une colonne) par 
un meme nombre, le determinant (sa valeur) est multiplie par ce nombre. 

6° Quand on ajoute aux elements d’une ligne (ou d’une colonne) les elements 
d’autres lignes (ou colonnes) multiplies par un nombre quelconque (le meme 
nombre pour une ligne ou une colonne) le determinant ne change pas. 

7° On ne change pas la valeur d’un determinant d’ordre n, en lui adjoignant 
au-dessus une ligne composee de 1 et de n zeros et en avant, une colonne de 
termes quelconques de fa5on a former ainsi un determinant d’ordre ( n + 1). 

■ Produit de deux determinants d'ordre n 

Si A et B sont deux matrices de taille » X n, det(^45) = det A det B. 
Application. Identite de Lagrange. 



a b 


2 


a b 


X 


a b 




a + b' ~ ad + bb' 


a b’ 




a' b' 




a' b' 




ad + bb’ a" + U 2 



D’ou (ah'- ba') 2 = (a 2 + b 2 ) (a' 2 + b' 2 ) - (aa' + bb') 2 . 
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■ Determinants particuliers 

Determinant diagonal. — Tous les termes d’un meme cote de la diagonale 
principale sont des 0 (sans que cette diagonale principale comporte elle- 
meme un terme nul, sans quoi le determinant serait nui) 



0 a 22 



■ ■ ■ &\ n 
• • * ^2 n 

0 a„„ 



~ a \\ a 22--- a n 



Determinant de Van der Monde. — Determinant de la forme : 



i 2 3 

1 CL & & 

l b b 2 d 

1 c ? c 

1 d d d 



= (b- a)(c— a)(d— a)(c— b){c— d)(b- d) . 



Determinant antisymetrique. — Diagonale principale composee de zeros. Les termes 
symetriques par rapport a cette diagonale principale egaux et de signes contraires : 



A = 



0 be 
-b 0 e 
-c -e 0 



est nul si d’ordre impair. 



DfiRJVfiE D’UN DETERMINANT dont les elements sont fonctions de x. 

La derivee est la somme des determinants obtenus en derivant successive- 
ment chaque ligne (ou colonne) sans changer les autres lignes. 



1.8.2 Systemes lineaires et systemes d'equations lineaires 

Soit le systeme 



! n x i 


+ tf| 2 *2 + " 


■ +a \n X n = b V 


l 2\ x \ 


+ ^ 22^2 + •' 


■ + a 2n x n = b V 


! ml x l 


+ a m2 x 2 + 


- + a mn X n = b . 
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1° a) m = n et D, determinant de la matrice A dont le coefficient a la ligne i 
et la colonne j est Ujj. 

1 solution, donnee par la regie de Cramer : 

Xj a pour valeur une fraction dont le denominateur est D et le numerateur, 
D dans lequel on a remplace la colonne i par la colonne des b. 

Si b\ = b 2 = 0, on a un systeme homogene, dont la seule solution, si 0, est 
Xj = x 2 ■■■ = x n = 0. 

(3) m = n et D = 0. Les inconnues s’expriment en fonction de l’une d’elles. 
Infinite de solutions dependant d’un parametre. 

2° m < n. II y a au moins un determinant d’ordre m tire des equations, = 0. 
On peut donner k(n — m ) inconnues des valeurs arbitraires et les m inconnues 
s’expriment en fonction de ces ( n - m ) valeurs. II y a une infinite de solutions. 

3° m > n. II y a au moins un determinant d’ordre n tire des equations, ^ 0. 
Pour verifier que les autres equations sont compatibles, on borde le determi- 
nant ^ 0, a droite par les termes b ; en bas, par les coefficients de l’equation 
(n + 1) : il faut que ce determinant soit nul. 

Autre forme de la condition de compatibilite : il faut que la somme des 
produits respectifs des b par les solutions non nulles de l’equation homogene 
transposee, = 0 (c’est-a-dire que le produit scalaire des 2 vecteurs soit nul). 

1.8.3 Matrices 

Une matrice est un tableau de chiffres ou de donnees dont la manipulation 
obeit a certaines regies. 

L’exemple le plus courant de matrice est le tableau de coefficients d’un 
systeme lineaire de m equations lineaires a n inconnues. 



'n*i 


+ - 


■ + a l n X , 


! 21 x 1 


+ - 


- + a 2n x , 




avec m^- n ou m = n. 



i 



Si m = n, on a une matrice carree. 



x , + ■ 



= 
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Si on ecrit les coefficients sous la forme : 




on a AX = B, equation matricielle. 

■ Regies d'operation sur les matrices 

1° Addition : c = a + b. Matrices ayant meme nombre de lignes et de 
colonnes. Le terme general de c est c- t j = a ^ + b t j (autrement dit, addition 
terme a terme). 

2° Multiplication par un scalaire. On multiplie tous les termes de la matrice 
par ce scalaire. 

3° Multiplication de 2 matrices : A (m lignes, n colonnes) B (n lignes, 
m colonnes). 

k = n 

Terme general de C= A.B , ^ X . 

k= 1 

Remarque tres importante. — Ne pas intervertir l’ordre des matrices : ABst BA. 
4° det C = det A X det B si matrices carrees ; 

d’ou : det A n = (det A) n . 

■ Definitions et proprietes 

a) Matrice identite. Composee de 0, sauf la diagonale principale, composee 
de 1 : 

1 0 0 0 ... 

0 1 0 0 ... 

/= 0 0 1 0 ... • 

0 0 0 1 ... 
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Propriety : AI = IA = A. 

(3) Transposee A' de A. C'est la matrice dont les colonnes sont les lignes de A et 
inversement. 

y) Matrice inverse d’une matrice carree. C'est une matrice AT 1 telle que 
AT 1 A = I. 

5) Calcul de l'inverse. C'est la matrice transposee de A dans laquelle les termes 
ont ete remplaces par les termes correspondants du determinant adjoint. 

e) Matrice singuliere : Matrice carree dont le determinant = 0. 

Matrice reguliere : — — — — ^ 0. 

Q Matrice nulle. Matrice dont tous les termes sont nuls. 

La multiplication (pre ou post) d une matrice reguliere par la matrice 0, 
donne toujours la matrice 0. L'inverse n'est pas vrai : le produit de 2 matrices 
non nulles, peut etre nul si les matrices sont singulieres. 

Produit de matrices carrees : 

1° Transposee d'un produit = produit interverti des transposees. 

C=BA, C'= A'B'. 

2° Inverse d'un produit = produit interverti des inverses : 

(AB)~ l =B- 1 A- 1 . 

S'etend a un nombre quelconque de matrices : 

(ABC..)- 1 = ... C- 1 B- 1 A” 1 . 

3° Le produit d'une matrice par son inverse est commutatif : AAT^ = 
AT 1 A = 1 . 

4° La transposee de l'inverse est l'inverse de la transposee : ( A -1 ) '= (A')~ l . 

5° Matrices diagonales. Tous les termes sont nuls sauf ceux de la diagonale 
principale. 





a 0 0 




a 0 0 




1 

O 

O 

S 


Produit 


0 6 0 
0 0 c_ 


X 


0 p 0 
0 0 y 




o o 
® 
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a 0 0 


, A 1 = 


l/a 


0 


0 


Inverse 


A = 


0 7 0 


0 


1/7 


0 






O 
O 
1 ^ 




0 


0 


l/c 





a 0 0 


n 


/ 0 0 


Puissances A" = 


0 7 0 


= 


0 7 ” 0 




o 

o 




n 




_ - 




O 

O 



Matrices a Elements complexes : 

a) Matrice conjuguee. — Matrice ~a dont les elements sont conjugues des 
correspondants de a 

71 = a ba = b .77 
Si a =7i, a est reel. 

La conjuguee de 1' inverse est 1' inverse de la conjuguee : {a *) = ( 7i ) . 

|3) Matrice adjointe ou transconjugee. — C'est la conjuguee de la transposee de a. 



■ Valeurs propres 

Ce sont les racines de l'equation caracteristique : 





a \2 - 


a \ n 






a \l 


a 12 ••• a \ n 


~ a 2\ 


X - a 2 i ■■ 


- ~ a 2n 


= o, 


avec A = 






~ a n\ 


~ a n2 " 


- a nn 






a nl 


^ril *** ^ nn 



Ce sont done les nombres complexes X solutions de l’equation polynomiale 
det(A,7- A) = 0, ou /designe la matrice identite de taille n X n. 

Si une matrice de taille n X n est a coefficients dans l’ensemble des nombres 
complexes, alors elle admet exactement n valeurs propres complexes. 
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Vecteurs PROPRES : 

Directions telles que tout vecteur est transforme par la matrice en un vecteur 
de meme direction. Vecteurs solutions du systeme AX = XX. 

On ecrit : 



\d:\ 



d, = 



= vecteur correspondant a Xj. 



Localisation des valeurs propres. Disques de Gerschgorin. 
On doit avoir : 



\ K ~ a u\^ p i et 



j=n 

avec Pj = ^ | a - | , somme des termes de la ligne i, avec /V j ; 

j= 1 



i = n 



<s ■ E h 

i = 1 



somme des termes de la colonne j, avec i ^ j. 



(I) 

(II) 



Les inegalites (I) determinent dans le plan complexe des disques dont la 
reunion delimite un domaine D. Les inegalites (II) delimitent de meme un 
domaine D'e t l'intersection de D et ZVforme l'ensemble des points du plan 
complexe qui comprend les valeurs propres de la matrice. 

ProprietRs de l’equation caracteristique. 



L’equation caracteristique d’une matrice carree A est PQC) = 0, oil /’designe le 
polynome defini par P(k) = det(A,7 - A). Cette equation se reecrit, lorsque 
Ton developpe le determinant : 



P(X) = V + a x X n 1 + ...+ a H = 0. 



Les racines de P sont les valeurs propres de A. P s’appelle le polynome carac- 
teristique de A. 
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1° On a P{ 0) = (X n = det(— A) = (—1)” det A . 

2° Trace de la matrice A = Tr(A) = somme des termes diagonaux de la 
matrice. On a : 

Tr(A) = — 0CJ = somme des valeurs propres de A. 



3° Produit des racines note A. A = det A = {—\) n 0. n . 

4° Les valeurs propres des puissances de A sont les puissances des valeurs 
propres de A. Ces puissances peuvent etre choisies negatives si bien que les 
valeurs propres de A~ ' sont les inverses des valeurs propres de A. 

5° Theor'eme de Cayley-Hamilton. -Pest un polynome annulateur de A, autre- 
ment dit 



P(A) = A n + a x A“ 1 + — t- a n I = la matrice nulle. 
DlAGONALISATION DE MATRICES CARRfiES. 

Diagonaliser une matrice A, c’est trouver une matrice inversible P, appelee 
« matrice de passage » telle que la matrice P~^AP soit diagonale. On note D 
cette matrice. Ses elements diagonaux sont les valeurs propres de A notees 
A,|, X„. Pest la matrice (X x , XJ, oil Xj est le vecteur propre (colonne) 

associe a la valeur propre Xj. 

La diagonalisation d’une matrice carree n’est pas toujours possible. Elle Test 
par exemple si toutes les valeurs propres de A sont distinctes. Si pour une 
valeur propre, racine d’ordre p du polynome caracteristique, on peut trouver 
p vecteurs propres independants lui correspondant, alors A est diagonalisable. 
On donne brievement une methode permettant de diagonaliser une matrice 
A (si celle-ci est diagonalisable). 

1° On calcule son polynome caracteristique P et on determine ses racines 
X x , Xp ainsi que leurs ordres de multiplicity respectifs m x , ..., nip. Ces 
racines sont bien sur les valeurs propres de la matrice A. 

2° Pour chaque valeur propre Xj, d’ordre de multiplicity mj, on determine nij 
vecteurs propres de A associes a Xj lineairement independants X), ..., X’P". 
Cela passe bien evidemment par la resolution de l’equation AX = XjX. 

On rappelle que ^vecteurs u x , ..., u ^ sont R-lineairement independants si, et 
seulement si pour tous reels |ij, ..., |l£, on a : 

H 1 .u 1 + -+H n .u„=0 =>|T 1 = ... = |T„=0. 
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3° On construit alors la matrice P = (X\,...,X™ X ,...,X),,...,X™ n ) et on 
determine son inverse 7 5-1 . 

4° Conclusion. On a alors : D = P l AP , oil D est la matrice diagonale dont 
la diagonale est [A-j , . . . ,,X„,. . .,X„] . 

m { fois w M fois 

Trigonalisation de matrices carrees. 

Trigonaliser une matrice A, c’est trouver une matrice inversible P, appelee 
« matrice de passage » telle que la matrice P~^AP soit triangulaire superieure. 
On note T cette matrice. Ses elements diagonaux sont les valeurs propres de 
A notees A.j, X n . II est a noter que si A est une matrice a coefficients dans 
R ou C, elle est toujours trigonalisable (corollaire du theoreme de d’Alem- 
bert stipulant que tout polynome de degre n a coefficients complexes possede 
exactement n racines complexes). 

Voici, comme precedemment, une methode permettant de trigonaliser une 
matrice A. 

1° On calcule son polynome caracteristique P et on determine ses racines 
Aj, ..., Xp ainsi que leurs ordres de multiplicite respectifs m\, ..., nip. 

2° Pour chaque valeur propre Xp d’ordre de multiplicite mp on determine m y 
vecteurs caracteristiques de A associes a X- t lineairement independants X \ ..., 
Xf 1 , c’est-a-dire mi solutions independantes de l’equation (A — X ,•//”' = 0 , 
oil /est la matrice identite de meme taille que A. 

3° On construit alors la matrice de passage P = (X\,...,X™ 1 
Xl,...,X” 1 " ) et on determine son inverse P~ l . 

4° Conclusion. On a alors : T = P ^AP, oil T est triangulaire superieure. 

■ Polynomes, series et fonctions de matrices carrees 

Polynome de matrice : g(a) = d l + m^, a + ••• + m n a = matrice carree. 

1° La matrice g[a) a pour valeurs propres giX-), les Xj etant les valeurs propres 
de a. 

2° Matrice ayant pour valeurs propres les racines d'un polynome. Soit P 
le polynome defini par P(x) = d 1 + a\ + ••• + a n polynome en x de 

degre n. 
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0 0 0 ... -a„ 

n 

Matric eA= 1 0 0 ... — a n _ j La matrice A a pour equation 

0 1 0 ... —a_ 2 carateristique le polynome. 

0 0 0 ... 1 -a x 

A est applee « matrice compagnon » du polynome P. 

Serie de matrices ou series de Neumann : 

Serie dont les termes sont des matrices carrees : la somme de la serie est une 
natrice dont les termes sont les series sommes des termes correspondants de 
chaque natrice terme. Si ces series sont convergentes, la matrice somme est 
convergente. 

Serie S = I + Xa + ••• + X n a n + ..., avec X ^ des valeurs propres de a. 

S est convergente et egale a l’inverse de (/ - Xa) lorsque IA.I est inferieur a 
l'inverse de la plus grande valeur propre de a. 

■ Derivation des matrices 

Les termes d'une matrice peuvent etre fonctions d'une variable t. La matrice 
derivee sera par definition, la matrice formee des derivees des termes. 

Derivee d'une somme de matrices = somme des matrices derivees. 

Derivee d'un produit ab : = a ~- + b . 

d t at at 

(Ne pas intervertir les produits.) 

2 

■ t j 2 d<z da da ( . dil 

Derivee de a : = — -a + — on ne peut ecrire la— . 

dr dr dr v r dr^ 

■ Matrices particulieres 

I. MATRICES SYMETRIQUES. — Matrices dont les termes symetriques par 
rapport a la diagonale principale sont egaux. 

Proprietes : a = a'. 

La transposee de la matrice vecteurs propres en colonne est egale a son 
inverse : 

= p' . 
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Diagonalisation : toute matrice symetrique est diagonalisable dans une base 
orthonormee de vecteurs propres et on a D = PAP et A = PDF'. 

Puissances : Ce sont encore des matrices symetriques. 

FORMES QUADRATIQUES. — Toute forme quadratique : 

2 2 2 

F= *Z| x 1 + a 2 x 2 + rz 3 x 3 + 2 Xj x 2 + 2 a 5 Xj x 3 + 2 ag x 2 x 3 , 



peut se mettre sous la forme : 



F= [xj x 2 x 3 ] A 


x \ 

x 2 


, avec A = 


d-y d^ dc^ 
dyy d-^ d(^ 




X 3 _ 




d^ d ^ d ^ 



Si I on remplace A par A = PDP'e . t si on pose 



X\ 




y\ 


x 2 


= 


y 2 


x 3 




y\ 



on a : 



Jl 



T= [yi y 2 



y 5 ] D 



y 2 ’ 



et Ts’ecrit sous la forme d’une somme de carres de y i (reduction de Gauss). 
II. MATRICES ANTISYMETRIQUES. — Matrice dont les termes diagonaux sont 
nuls et les termes symetriques egaux et de signes contraires. 

Une matrice antisymetrique d'ordre impair est singuliere (determinant = 0). 
La transposee d'une matrice antisymetrique est antisymetrique. 



Puissances { 



a ‘ symetrique si n pair positif ; 
a 1 antisymetrique si n impair positif. 



III. MATRICES STOCHASTIQUES ou matrices de probabilites. 

Tous les termes sont positifs ou nuls, < 1 et la somme de chaque colonne ou 
ligne est egale a 1 . 
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Proprietes. 

1° Toutes les puissances des matrices stochastiques sont des matrices stochasti- 
ques. 

2° La premultiplication d'un vecteur stochastique par une matrice stochas- 
tique donne encore un vecteur stochastique. 

3° L'equation caracteristique d'une matrice stochastique a au moins une 
racine = 1 . 

4° Les racines autres que 1 de l'equation caracteristique d'une matrice 
stochastique sont : 

a) toujours < 1 si elles sont reelles ; 

b) de module inferieur ou egal a 1 si elles sont complexes. 

5° Quand le module des racines complexes de l'equation caracteristique est 
egal a 1, ce sont les racines de 1' unite. 

1.9 Fonctions usuelles simples 

1.9.1 Fonctions circulaires 




• y = cos x. Periode 2 K, paire, cos {x + n) = — cos x. 
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y = Arc cos a: 

Arc cos X + 2 Ml 

<=> x = COSJ. 

-Arc cos x + 2 nK 
( n entier) 



• y = Arc tan x <=> x = tan y , avec 





+ oo 0 + 00 


Arc tan x 


71 — A 71 ^ 

-- ? 0 z 71 +- 




2 2 



y = Arc tan x 

= Arc tan x + itTl <=> x = tan y 
( n entier). 



71 TC tt-jj 

— < y< + - etxG M. 




K 

Relations : Arc cos x + Arc sin x = - , avec xs [—1,1] 

2 

Arc tan u + Arc tan v = Arc tan 

1 - uv 



+ Ml, 



ii 

o 


si 


uv < 1 , 






n = + 1 


si 


uv > 1 , 


avec 


u et v positifs, 


n = — 1 


si 


uv> 1 , 


avec 


u et v negatifs) . 








Arc 


A 71 

tan x + Arc cotan x = - , 

'i 



Arc cotan x = < 



Arc tan - si x> 0, 
x 

71 + Arc tan - si x< 0. 



1 K 

Arc tan x+ Arc tan - = e - (E = + 1, avec £x> 0). 
x 2 



34 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



1 • Arithmetique 
Algebre et trigonometrie 
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1.9.3 Fonction exponentielle y = a x 



V 


Ja> l 


a > 


i . 


X 


— oo 


0 


+ oo 


\ 






0 


1 X 1 


+ oo 


__3 


\a< 1 


0 < a < 1 




- 


oo 


0 


+ oo 












oo \ 


1 N 


0 


0 


X 




+ 





si a' = -y, a' x = a x , les graphes de y = t? et y = a' x sont symetriques par 
rapport a Oy. 

1.9.4 Fonction logarithmique y = log a x 

Notation : log„ x est le logarithme de base a de x ; 

In x — — — e de x, dit logarithme neperien. 

y = log„ x<=> x = a? 

y = In x <=> x = e y . 

Relations fondamentales : 

log„ a = 1, In e = 1 (e, base des logarithmes neperiens = 2,718 28 ...). 
log,, u m = m log„ u, log„ uv = log* u + log,, v. 
log* x = log,, b X log* x = . 

log„6xlog*a= 1, 

logio x = M.ln x, M~ 0,434 29 ... ; 

e lnA = .vpour x> 0. 

In (e A ) = xpour tout reel x. 

Variation : 



CL ^ \ 


0 


1 + oo 


V‘ 




log ** 


— oo Z' 


0 z 71 + OO 




\c . 


0 ^ a' 1 


0 


1 + CO 


0 




lo g** 


+ oo \ 


() — oo 




j 0<3<1 
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1.9.5 Fonction puissance y = x m 

y=x^= e: m ' inx defini pour x > 0 

( x’ n defini aussi pour x< 0 si me st rationnel de la forme m = — ^ — 
V F 2q+ V 



\)m<Q 



2) m > 0 



X 


0 


1 


+ OO 


/ 


+ OO \ 1 'id 


0 


X 


0 


1 + 


OO 


x* 


0 z 1 


1 + 


OO 




1.9.6 Fonctions hyperboliques 

(voir : trigonometrie hyperbolique, p. 53) 



X —X 

ch x = , ch x + Sh x = e x , 



sh x = 



^ 2 _ 
e* — e 



ch x — Sh x = ( 



th x = 



sh x _ e^ — 1 
ch x 2x , 

CIl x e + 2 



y = ch x (paire) 



X 


0 + °° 


ch x 


1 / + OO 


y = sh x (impaire) 




X 


0 + °° 


sh x 


0 z 71 + OO 


y = th x (impaire) 




X 


0 + °° 


th x 


0 2 1 1 



chx\ 


// 

Jj shje 


1 


* — A 

/'-■"thx 


/ 


0 ir 


/-> 

/ 

/ 
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1.9.7 Fonctions hyperboliques inverses 




y = Arg sh. x = \n (x + *] x + l)<=>x=shj/. 

X — OO 0 + 00 

Arg sh x — oo ^ + °° 

. , , , n. l . . 



y = Arg ch x = In (x + *]x — 1 ) <=> x = ch y, 
avec y> 0 (definie pour x> 1) . 




X 


1 +00 


Arg ch x 


0 Z 71 +00 


y = — Arg ch x = In (x - J 


2 . \ 
x — 1 ) <=> . 


avec y < 0 (definie pour x 


> 1). 



-II /I0 II 2c 



y = Arg th x = ^ In - Ox=shj 

(definie pour - 1 < x < 1). 

x - 1 0 +1 

Arg th x - 00 / 0 S' +00 



Signification geomBtrique des fonctions hyperboliques : 

Soit l'hyperbole equilatere x 2 - y 2 = 1 . 



M, coordonnees : 



y = *Jx — 1 . 



cp = aire du secteur compris entre OM, OM'et l'hyperbole : 



(p = In (x + a Jx - 1 ) = arg ch . 
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OP = x = ch Cp, 

PM = y = J x*~ — 1 = sh (p, 

PM 

AT = = th cp (car 0,4 = 1). 

OP 

1.10 Croissance et limites 

1.10.1 Croissance comparee 




x— > +°° , 


a 

— — > +°° 

x m 

x m „ 

CL X — > 0 


(a > 1, m > 0) ; 


x— > +°° , 


(0 < a < 1, m > 0) 


x— > +°° , 


lo Sa x 

—> +oo 


( m > 0) ; 




x m 




x-> 0 , 


m, „ 

x log^x — > U 


(m > 0). 



1.10.2 Limites remarquables 



e=l + + +... + — + ••■ = 2,71828 

1 ! 2 ! w ! 



lim 1 + 



= e , lim 1 H — = e 

mj 



1 v 1/a x 
lim ( 1 + OCx) = e ; 
a -> 0 

lim (x exprime en radians) = 1 ; 
x— » 0 x 

tan x 



lim 

x — > 0 x 

lim !“* = 0 ; 

X — > oo X 

* 1 

lim = 1 ; 

X — ^ 0 X 
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lim — 3- = In a , a > 0 ; 

x — ^ 0 X 



lim — = 0 



lim n Jn = 1 ; 



n n , 

1 - X — a n- 1 

lim = na 

x — ^ <2 x & 



1.10.3 Formes indeterminees. Regie de I'Hospital 

Formes indeterminees. — Ce sont des formes qui ne sont pas redevables des 
regies habituelles sur les limites. II s’agit de — , (+°°) + (— °°) , - et 0 X ©o. 

oo 0 

\ i > • • f ( x") , 

Regie de I’Hospital. — Si une expression 1 se presente au voisinage de a 

g ( x ) 

sous une forme indeterminee de type — ou et si la limite lim 

existe, alors lim existe et on a : 

a g(x) 



lim m 

x^a g(x) 



lim 

x—>a 



f'M 

g'M ’ 



Les resultats qui suivent s’obtiennent en utilisant (plusieurs fois successives si 
c’est necessaire) la regie de I’Hospital. 

Croissances comparees. — Soit a > 0. 



lnx 

lim = 0 

x — >+°° x a 



lim x a In x = 0 

x— »0 + 



lim ,x: a e x = 0 



Consequences et exemples. 



- Calcul de lim , avec a > 1 et m > 0. On ecrit — — 



x — >+°° x 



m — x\rui 
X X e 



D’ou lim = +o° . 

x— >+°° x m 
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- Calcul de lim x 1/x . On ecrit pour x> 1, x^ /x = e * , puis par composi- 

AT— >+°o 

tion, lim x 1/a = e° = 1 . 

- Calcul de lim x x . De meme que dans l’exemple precedent, il suffit 

x->0 + 

d’ecrire que x x = e x nA et d’utiliser les regies de croissances comparees. 
Ainsi, lim ** = 1 . 

x— >0 + 



1.11 Nombres complexes ou imaginaires 



Definition. — Nombres z de la forme z = a + b i, a et b etant des nombres 
reels et i le nombre imaginaire tel que i 2 = — 1 . 

Formes trigonometrique et exponentielle. — En posant : 




a = p cos 9, b = p sin 0, avec p > 0 et 

0 G [0, 2n[, 

on a 

z = p(cos 0 + i sin 0) = pe 1 ® , 

r, « • r, b n b 

cos 0 = - , sin 0 = — - , tan 0 = - ; 

12 fil 12 72 a 

a J ci b a J u b 

0 = argument, 

/ 2 2 

p = \a + bi\ = a + b = module. 



Addition des imaginaires : z = a + b \, z' = a' + b'\ 

z + z' = {a + a ') + i (b + b'). 
Dijfierence des imaginaires \ z — z' = (a — a') + i {b — b'). 
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Produit d’imaginaires de la forme : 
z„ = p„ (cos 0„ + i sin 0„) = p„ e l6 " 

= Pi P2 P«[ COS (9l + 02 + + 0;;) 



+ i sin (0 j + 0 2 + ••• + 0,,)] 



P 1 P 2 "■ P n 



i(01 + 02 + + 0«) 



-Q 

+ 

-Q 

li 




Geometriquement : homothetie + rotation (= similitude). 

Argument de Z = somme des arguments des z,-. 

Module de Z = produit des modules des z,-. 

Formule DE MOIVRE : 

(cos 0 + i sin 0) w = cos »z0 + i sin ?»0 = e lm0 . 

Valeurs particulieres de l’imaginaire : 

i 2 =-l, i 3 =i 2 .i=-i, i 4 =i 2 .i 2 = l, etc.; 

^4n - 1 i^ n + ^ - i n + 2 _ _ ^ n + 3 _ _ • . 

e i7t =e -in = _ h e 2m =1) 
e i7t/2 = j e -i7t/2 = g 3iJt/2 = _j . 
e iJt/4 = l+i _ j = I = j-1 . 

72 ’ 1 

jet _ g ma /2 j-a _ e -ira /2 (_;)«_ j-a jet + 1 _ _ j<x - 1 

La multiplication de z = p e 10 par i soit iz= p e 10 .e m/2 = p e 1 ^ 0 + Kl2> equivaut 
a une rotation de + Jt/2. 

La multiplication par - i, soit - iz = p e 10 .e~ m/2 = p e (0 “ 7t/2) equivaut a une 
rotation de - Jt/2. 
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1.12 Trigonometrie 



1.12.1 Trigonometrie plane 

Relations entre les fonctions trigonometriques. 

2 . 2 i sin x 1 

cos x + sin x = 1 , tan x = , cotan x = 



cos 2 x = 



1 



■ 2 

sin x = 



1 



tan x 

2 

tan x 



2 2 

1 + cotan x 1 + tan x 



1 + tan" x 
Addition des arcs. 

cos {a + b) = cos cos b - sin a sin b, 

cos {a — b) = cos a cos b + sin a sin b, 

sin (a + b) = sin a cos b + sin b cos a, 

sin (a - b) = sin a cos b - sin b cos a, 

tan a + tan b 



tan (a + b) 
tan (a - b) ■■ 

cotan (a+ b) 
cotan (a - b) 



1 — tan a tan b ' 
tan a — tan b 

1 + tan a tan b ' 
cotan a. cotan b— 1 
cotan b + cotan a 
cotan a. cotan b+ 1 



cotan b — cotan a 
cos (a + b + ■■■ + l) = cos a. cos b ... cos /(I - S 2 + S4 - •••) 
sin (a+ b +••• + /) = cos a. cos b ... cos / ( 5 j - S3 + S5 + •■■) 



tan (a + b + ■■■ + l) = 



.Sj — ,S\, + ,S' s + ... 
1 - 5 2 + S 4 



designant la somme des produits p a p de tan a, tan b, ..., tan /. 

I 2 2 ~ 

arc cos a + arc cos b = arc cos [ab - ( 1 — <sf ) (1 - b~) ] 
arc sin a + arc sin b = arc sin [ aj 1 — b" + bj \ — a ] 
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arc tan a + arc tan b = arc tan 



a + b 



arc cotan a + arc cotan b = arc cotan 



1 — ab 
ab- 1 



r+ b 



Multiplication des arcs et formule de moivre. 

T 2 -2 t2 ,it- 2 1“ tan“zZ 

cos 2 <2 = cos a - sin a = 2 cos zz - 1 = 1 - 2 sin zz = — 



sin 2 a =2 sin a cos a = 



tan 2 a = 



2 tan a 

i 2 

1 - tan zz 



2 tan a 

2 ’ 
1 + tan ^ a 



2 ’ 
1 + tan a 



(cos a + i sin a) n = cos na + i sin na, 

n 72 — 2 • 2 — 4 • 4 

cos na = c os a— L w cos < 2 sin a+ cos ^sin a---*, 

1 1 ^ 2 2 
sin »zz = C cos" - 1 zz sin a - C_ cos" - 3 zz sin 3 a + 



1 3 3 

C^tanzz— C ;; tan a+ ■■■ 

’ ^2 2 ~4 4 ’ 

1— C„tan zz+C tan a 



cos 3 a = cos 3 a — 3 cos a sin 2 zz = 4 cos 3 a - 3 cos a, 
sin 3 zz = 3 cos 2 a sin zz - sin 3 a = 3 sin a - 4 sin 3 zz, 



tan 3 a = 



3 tanzz — tan a 



1—3 tan" a 
Division des arcs : 



. zz , /I — cos a 

sin - = + , 

2 V 2 



zZ , 11 + COS ZZ 
COS - = ± 1 , 

2 Ai 2 



zz i 1 — cos zz — 1 ± V 1 + tan zz 

tan - = ± / = 

2 *v 1 + cos zz tan ^ 

sin 1 — cos zz 



1 + cos a sin a 

• /—i 1 — 1 4 . ZZ 3 yyi — -1 ZZ . ZZ 

sin a = cos — sin — - cos — sin — 
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m ft { - m — 2 ft • 2 ft tn — 4 ft • 4 ft 

cos ft = cos — - C cos — sin — + C cos — sin — 
m mm mm 

^1 a ^3 3 a 

Ctan — - C tan — + ••• 

m m m m 



. „2 2 « J 4 a 

1 — C ,tan — h C ,tan — h 

m m m m 



Expression des fonctions trigonomEtriques en fonction de la 

TANGENTE DE L'ARC MOITlfi : 



1 — tan' 



2 a 



2 tan- 



2 tan- 



, 2 a , 2 a 

1 + tan - 1 + tan - 

2 2 

Transformations trigonomEtriques 



tan a = 



1 - tan 



2 a 



LzA 



• • 0 ■ />+ 4 

sin z> + sin a = 2 sin ' 1 cos 

r n 2 2 

. . . „ . p-q p+ q 

sin p — sin a = 2 sin £ 1 cos { 1 , 

r 7 2 2 

^ p+ q p-q 

cos p + cos q = 2 cos ‘ cos ' ' , 

■ /> + q ■ p-q 

cos /> — cos q = - 2 sin — — 1 sin ‘ ' , 



sin( p+ q) 

tan p + tan ^ = c , 

cos p.cos q 

sin {p-q) 

tan /> - tan a = c , 

cos p.cos q 

sin(/) + a) 

cotan p + cotan a = - — c — r- , 
sin p. sin ^ 

-sin(»- a) 

cotan /> - cotan a = — ; . — , 

sin ^.sm ^ 

2 a 1 + cos a . 2 zz 1 — cos a 

cos - = ~ , sin - = , 

2 2 2 2 



sin a 
1 + cos a 



1 - cos a 



sin a 



2 a 1 — cos a 

2 1 + cos a 



( n 




1 • T 2 Tit 

1 - sin a = 2 cos 


, A 




, 


+ - 


V4 


2' 


V4 


22 
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1 - sin a 
1 + sin a 


tan 2 ( 


'jl 

4 


!)• 


1 - tan a 
1 + tan a 


= tan^ : 


sin a + cos 


b = 


2 sin ( 


'5 + 

v4 


a — S\ 
2 > 


cos ( 


K 

A 


a+b j 


sin a - cos 


b = 


- 2 sin - 

V4 


a + b\ (n 

cos - 

2 V 1 V4 


a— l 
2 


cos a — sin 


b = 


2 sin ( 


'jt 


a - b] 


cos ^ 


n 


a+ b\ 


v4 


2 J 


A 


2 ) 


cos a — sin 


b = 


2 sin ( 


'jt 

v4 


a+ b) 
2 > 


cos ( 


K 

A 


a - b\ 
2 J 



tan a + cotan 



y _ cos (a — b) 
cosrz.sin^ 



, —cos ( a + b ) 

tan a - cotan b = : — — , 

cosa.smb 

. , cos(a—b) — cos(a+b) , cos(a+b)+cos(a—b) 

.sin b= ; cos a. cos b= 

2 2 

, sin(<t + b) + sm{a- b) . , sin(<? + b) - sin(<?- b) 

sin a. cos b = “ ; sin b. cos a = “ 

2 2 



sin a , 



tan a. tan b 



cos {a— b) - cos (a + b) tan a sin ( a + b) — sin(a — b ) 



cos(rz- £) + cos(rz + £) tan£ sin(a + b) + sin(a- b) 

cos ( a + £).cos {a - b) = cos 2 4- sin 2 £ = cos 2 b— sin 2 a 
sin ( a + b).sm (a- b) = sin^ a— sin 2 b = cos 2 b— cos 2 a 



FONCTIONS TRIGONOMfiTRIQUES DE QUELQUES ARCS. 



Arc en radians 


0 


K 

6 


n 

4 


71 

3 


7T 

2 


K 


3n 

2 


Angles en degres 


0 


30 


45 


60 


90 


180 


270 


sin 


0 


1 

2 


72 

2 


73 

2 


1 


0 


- 1 


cos 


1 


73 

2 


72 

2 


1 

2 


0 


- 1 


0 


tan 


0 


73 

3 


1 


73 


OO 


0 


OO 


cotan 


oo 


73 


1 


73 

3 


0 


OO 


0 
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SOMMES DE SINUS ET DE COSINUS D'ARCS EN PROGRESSION ARITHMfiTIQUE : 
sin a + sin (a+ h) + sin (a +2 h) + ■■■ + sin [a + (n— 1) h] = 



CL + 



(n— 1 )h 



. nh 
sin — 
2 



. h 

sin- 

2 



cos a + cos {a + h) + cos {a + 2 h) + ■■■ + cos [a + (n- \) h\ = 



CL + 



( n — 1 ) kT\ 



. h 

sin- 

2 



Relations trigonom£triques dans le triangle 
(Voir : geometric du triangle, p. 209.) 



1.12.2 Trigonometrie spherique 

DEFINITIONS : 

a + b + c = 2 p = perimetre du triangle spherique ABC, 
A+B+C = 2S, 

A + B + C — K = 2 e = (2 S — k) ; 2 £ = exces spherique. 




Relations gEnErales : 

b + c>z>b — c, 
a + b + c <2 n, 
n <A + B+C<3n, 

A +n > B + C, 

0 < 2 e < 2 n. 



Formules fondamentales. 

j sin a _ sin b _ sin c 
sin A sin B sin C 
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ii. 



cos a = cos b.eos c + sin b sin c cos A, 

• cos b = cosc cos *7 + sincsintf cos B , 
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C. 



III. Relations paralleles : 

cos A = — cos B cos C + sin B sin C cos a, 
cos B = — cos C cos A + sin C sin A cos b, 
cos C = — cos A cos B + sin A sin B cos c . 



IV. cotan a sin b = cos b cos C + sin C cotan A, 
cotan a sin c = cos c cos B + sin B cotan A, 
cotan b sin c = cos c cos A + sin A cotan B, 
cotan b sin a = cos a cos C + sin C cotan B, 
cotan c sin a = cos a cos B + sin B cotan C, 
cotan c sin b = cos b cos A + sin A cotan C . 

Relations importantes. 



V. 



■ n A _ / sin(/>— b) sin(/>- c) 

sin b. sin c 



A sin p.sin(p- a) 

cos- = — L L 

2 a| sin b. sin c 



Relation correspondantes pour 

Bet C 



VI. 



— cos S. cos{S— A) Isin e.sin(y4 - e) 



sin B. sin C 



sin B. sin C 



cos{S— B).cos{S— C) _ sin(B— e).sin( C— £) 



sin B. sin C /\J sin B. sin C 

Relation correspondantes pour B et C. 
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VII. co tan e : 



a b „ 
cotan-, co tan- + cos C 
2 2 

sin C 



- i P P~a P~b p-c 

VIII. tan - = tan-^-.tan^ .tan^ .tan^ ■ 

2 2 



2 2 
IX. Formules de Delambre : 



A + B c a+ b . C 

cos cos- = cos sin— , 

2 2 2 2 



. A + B c 

sin cos- 

2 2 



a- b C 

cos cos— , 

2 2 



A — B . c . a + b . C 

cos sin- = sin sin— , 

2 2 2 2 

. A— B . c . a — b C 

sin sm- = sin cos— ■ 

2 2 2 2 



X. Formules de Neper : 



A-B 
. cos — - — 

a + b 2 c 

tan ■■■-- = -tan- , 

2 A+ B 2 



a- b 

A+B C ° S 2 C 

tan = cotan— ; 

2 a+ b 2 

cos — - — 



. A-B 
sin— — 

a— b 2 c 

tan—— = -tan- , 

2 .A+B 2 
sin 



A-B 



. a— b 

sin „ 

2 C 

r.cotan— ■ 

. a+ b 2 

sin 

2 



XI. Triangles rectangles, C = Til 2, c = , 

cos c= cos a. cos b = cotan A, cotan B, 



cos A 
sin B ’ 



b = 



cos B 
sin A ’ 



.sin a . tan b . tan a 

sin A = — — , cos A = , tan A = — — - ■ 

sin c tan c sin b 
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XII. Surface d'un triangle spherique : 

S = (A + B + C- n) p 2 = 2 £p 2 , p = rayon de la sphere. 

Rayons spheriques R et r du cercle circonscrit et du cercle inscrit a un triangle 
spherique : 



sini? = 



. . a . b . c 
2 sin -sin -sin - 
2 2 2 



. a . b . c\( . a . b . c\ 

sin- + sin- + sin- sin- + sin- - sin- X 

2 2 2/ v 2 2 



( . a 


. c .A 


( ■ b 


. c .a) 


sin- 


+ sin- — sin- 


sin- 


+ sin- — sin- 


V 2 


2 2J 


V 2 


2 V 



tan R - 



sm £ 



sin(^4- £)sin(5- £)sin( C— £) 



tanr _ / sin ( p — rf)sin ( p — b)s'm(p- c) 

A/ sin^i 

1.12.3 Trigonometrie hyperbolique 

DfiFINITIONS : 

X —X X —X , X —X , 

e — e , e+e , sh x e — e , 1 

5hx= , chx= , thx = — — = , coth x = - — 

2 2 ch x * , ~ x th x 



e+e 



D'oii : ch x + sh x = es, ch x - sh x = e x . 



Relations fondamentales 

sh (-x) = - sh x, ch (- x ) = ch x, th (-x) = -th x 

i 2 i 2 i i 2 1 i 2 th x 

ch x— sh x= 1, ch x= — , sh x= — 

1 - th x 1 — th x 

ch {a + b) = ch a ch b + sh a sh b, 

ch {a - b) = ch a ch b - sh a sh b, 

sh {a + b) = sh a ch b +sh b ch a , 
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sh {a - b) = sh a ch b - sh b ch a, 

, , xha + xhb , , t\ia- th 6 

th (a + b) = ; : — : ; th (a - b) = 



1 + th a th b 



1 — th a th b ’ 



r u 



ch p + ch ^ = 2 ch ch • 

ch p — ch ^ = 2 sh s h ^ > 

sh ^> + sh = 2 sh ch P ~~~ ^ , 

sh — sh ^ = 2 sh ch , 

th/r+th^T^, 

ch p ch ^ 

th^-th^= s 4^, 

ch p ch g 

ch (<z + 6 + ••• + /) = ch <2.ch £ ... ch /(I + 5 2 + S4 + 5g + •■■), 



sh (a + b + ■■■ + /) = ch a . ch b ... ch / (Sj + 5 3 + 55 + •■■), 



th (<z + b + + /) = 



+ ••• 

1 + S 1 + + ■■■ 



en designant par S p la somme des produits p a p des quantites th a, th b , 
th /. 



Multiplication des fonctions hyperboliques. 

ch 2 a = ch 2 a + sh 2 a = 2 ch 2 a — 1 = 2 sh 2 <2 + 1 = 
2 th <2 



1 + th 1 a 
1 - th" a 



sh 2 2Z = 2 sh 4 ch a = 

, „ 2 th a 

th 2 1 2 = — ; 

1 + th" a 

, 2 a ch a + 1 
ch" - = , 



1-th 2 a 



sh' 



2 a ch a — 1 
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th 



sh , 



ch a - 1 _ + /ch a — l 



2 cha+1 sh a V ch a+ 1 
(ch a + sh a)” = ch + sh tm = e””, 

ch na = ch" a + C 2 ch” ~ 2 a sh 2 a + Cl ch ” ~ 4 <7 sh 4 a + ■ 



sh na = Cj, ch” 1 a sh a + C 3 ch" 3 <7 sh 3 a + 
th na = 



cl th z? + th 3 <z + th' 4 



2 2 4 4 

1 +C„th «+C„th «+•■■ 

n n 

ch 3 <7 = ch 3 a + 3 ch a sh 2 a = 4 ch 3 a - 3 ch *z, 

sh 3 <7 = 3 ch 2 a sh a + sh 3 a = 4 sh 3 a + 3 sh <7, 



th 3 ^ = 



3 th a + th' a 
1+3 th" a 



Expression des fonctions hyperboliques en fonction de th 



1 + th 



2 a 



2 th 



2 th 



ch a = 



1-th 



2 a 



sh a = 



i u 2 a 

i-thj 



th a = 



i i 2 « 

1 + th - 

2 



Somme de sh et ch en progressions arithm£tiques 

ch a + ch (a + ti) + ••• + ch [<7 + (« - 1) /r] = 



n— 1 A i nh 
ch( a+ — — hjsh— 



sh a + sh {a + fj) + ••• + sh \a + (n - 1) h\ 



sh: 



n— 1 A , nh 

sh[ a+ - sh — 



sh: 
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1.12.4 Relations entre imaginaires et fonctions circulaires, 
hyperboliques et logarithmiques 

Formule de Moivre : (cos x + i sin x) m = cos mx + i sin mx = e' mx . 

ix —ix ix —ix 

e + e . e - e 

cos a : = , sin x = : , 

2 2i 

cos ix = ch x, sin ix = i sh x, tan x = i th x, 

cos x = ch ix, sin x = - sh ix, tan x = 7 th ix, 

‘ . / i 1 

arc sin x = — i arg sh ix = - i In (ix + V 1 — x ), 

arc cos x = - i arg ch x = ± i In (x + i J 1 — x~ ), 

, . 1 , 1 + ix 

arc tan x = - i are th ix = — : In — , 

& 2 l 1 — ix 

, . 1 . ix- 1 

arc cotan x = l are coth ix= — : In ; , 

2 l ix + 1 

arc sin ix = i arg sh x = i In (x + J 1 + x 2 ), 

arc cos ix = - i arg ch ix = ^ ± i In {x + J l + x 2 ), 



arc tan 



, i , 1 + x 

ix = l arg th x = - In ■ 



1.13 Series 

Definition. — Etant donne une suite infinie : 

u \> u 2> ■■■’ u n - 1 > u rP 

la serie de terme general u n est convergente si la somme : 

S = + «2 + ••• + 

tend vers une limite finie quand n — » l'infini. Sinon elle est divergente. 
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1.13.1 Series numeriques a termes positifs 

Regles de d'Alembert (« > 0). 



Mais, si 



1) 

2) 

3) lim 

v n+ 1 



*n + 1 



*n + 1 



< k < 1 (V» > N), il y a convergence. 



> 1 



(V«> N), il y a divergence. 



*n+ 1 



/< 1 il y a convergence, 
— l ‘j/>l ilya divergence, 

/ = 1 incertitude. 

1 en decroissant, il y a divergence. 



Regles de Cauchy (« s > 0). 

1) »J~u n <k< 1 (V« > N), il y a convergence, 

2) n J^* n — t (V» > N), il y a divergence, 

/< 1 il y a convergence, 

3) lim n Ju n —l ‘ l> 1 ilya divergence, 

1=1 incertitude. 

Mais, si n ,Jti n -A 1 en decroissant, il y a divergence. 
COMPARAISON A A/w a (u n > 0). (Regies de Riemann.) 



1) 



a > 1 , il y a convergence, 
a < 1 , il y a divergence, 
2) lim n a u =0, a > 1 , il y a convergence, 



» a 
n 



3) lim n u n = °° , a < 1 , il y a divergence. 
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Regles de Duhamel (« > 0). 



1 + 1 



1 



1) 



u n 1 + a n 

nO n > k < 1 (V» > N), il y a convergence, 



2) nO< 1 

' fl 

3) lim nO. = l 

' ^ « 

Series de Bertrand 



(V« > N), il y a divergence. 

/< 1 , il y a convergence, 

1 /> 1 , il y a divergence, 
1=1, incertitude. 



Posons u n = — — g — . La serie de terme general u n converge si, et seulement 
n ln p n 

si(X>lou(X=letP>l. 



1.13.2 Series alternees 

Series dont les termes sont alternativement positifs et negatifs (serie alternee) 
et vont en diminuant en valeur absolue. 

Convergente si le terme general u n — > 0 . 

1.13.3 Series a termes de signes quelconques 

La serie est convergente si la serie formee des valeurs absolues (ou modules) 
des termes est convergente. 

La reciproque n'est pas vraie. 



■ Formules de Taylor et de Mac-Laurin 

Formule de Taylor. 

f(a + h) = f(a) + hf(a) + - + ~/ n \a) + R„. 

, n + 1 n ' 

Reste : R n = *^\a+ Qh), 0 < 0 < 1, 

( n+ 1 ) ! 

si fif, definies et continues pour x £ [a, a + h],f l ' n + 1 1 definie pour 

xg ]a, a + h[. 
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Reste de la somme d'une serie 



+ 1 



^ Tl "I" 1 

a) Si la convergence a ete reconnue au moyen de la regie et si < K, 

/ • _ \ ^ p +1 , n , . , 

le reste de la serie est inferieur a -r~ — - , u t + \ etant le premier terme neglige. 

b) Si la convergence a ete reconnue au moyen de la regie de Cauchy et si 

r— ]{P + 1 

yu n < K, le reste de la serie est inferieur a - — p + 1 etant l'ordre du 
premier terme neglige. 

r) Si la convergence a ete reconnue par la recherche de l'ordre infinitesimal 
a > 1 du terme general de la serie, le produit n a u n reste inferieur a un 
nombre fixe K. Le reste de la serie est inferieur a 

K 2 a ~ l 



v a- 1 



2 a_ 1 — 1 



(p+ 1) 

(p + 1) etant le rang du premier terme neglige. 

d) Si la serie est absolument convergente, on prendra le reste de la serie des 
modules. 

e) Si la serie est alternee, le reste est inferieur en module au premier terme 
neglige. 



1.13.4 Developpements usuels en series entieres 



A) 



x , x X > 

e = 1 + — + — +•■■ + - 
1 ! 2 ! r, 

2 

v , x In a (x In aY 
cF = 1 + — r-r - + ~ 



{x In a) 



1 ! 2 ! 

2 4 



. X X / t \n X 2 

cos x = 1 - — + — -••• + (- t) ^! + -, 

r r r ln+l 

• / -\\fl 

smx=x= __ + __... + ( _ 1) _____ 

, , x 2 x^ x 2 ” 

c hx= ! + _ + _ + ... + __ + .., 

x 3 x 5 x 2 ^ 1 

sh x= x+ — +—+■■■ + — — — + •••. 

3 ! 5 ! (2 n + 1) ! 

Ces developpements sont valables pour toute valeur de x. 
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1 - X 
1 

1 + x 



= 1+ X + x 2 - 



■ X" 



= 1-x+x 2 -- + (- l)”** 



ln(l + x)=x-| + ^ 1)” +1 - 

2 3 n 

2 3 « 

... x^ x x 

In (1 -x) = -x- — - — — , 

2 3 n 

3 5 2n + 1 

Arc tan x = x- — + — + (- 1) - — — + 

3 5 2n+ 1 

3 5 2»+ 1 

Argthx=x + - + - + ... + — i + ... 



(1 + x) m = 1 + mx + 
quel que soit m reel 



m(m- 1 ) 
2 ! 



^2 m(m — 1) ...(m - n + 1) „ 



1 



, I 1.3 7 

1 + - X+ ; X + ■■■ 

2 2.4 



1.3...(2»- 1) 
2.4...(2«) 



x"- 



Jl — x ~ ^ 

. . 1 x 3 1.3 x 5 1.3.5...(2«-1) x 

Arc sin x = x + - — + — — — + ••• + — „ , , — — — - — 

2 3 2.4 5 2.4.6...(2») 2w+l 



1 a- 



1.3 x 5 



Arc sh x = x- - — + — — — - + (- 1)' 

2 3 2.4 5 



1.3.5...(2«- 1) x 



2 n+ 1 



2.4.6...(2») 2w + 1 



vnr, = i + Jx-^ + H^-H4^ 



+ X 



2.4.6' 

1.3.5 



, 1 1.3 2 1.30 3 

= 1 — - X+ —7 X - XT + ^ , . - X - ■ 



2.4' 



VT 

‘Vl + ^ = 1 + 5 *- 77 x 2 ■ 
3 3.6 



2.4.6 

1.2,5 

3.6.9 



2. 4. 6. 8' 

1.3. 5. 7 4 

2. 4. 6. 8' 

1 . 2 . 5 . 8 ,4 
3.6.9. 12 r 



X 3 - ~ ; — — — x‘ + ■ 



VTV. 



, 1 1.4 2 1.4.7 3 1.4.7.10 4 

' 3 V A6 * 3X9 A ' 3^6jA2 V • 



= 2 x + 



■ + — + : 



+ •• 



Ces developpements ne sont valables que pour lx I < 1 . 
1 +x 
1 — x 

X + 1 

x— 1 



In 



In 



= 2 [1 + JL + J- + ...], 

3x 3 5x 



I xl < 1, 
I xl > 1, 
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In x= 2 



x -1 , 1 fx-n 3 . \(x-\ 



_x+ 1 



3Vx+ V 
1 x 3 



5\x+ 1 



, , i 2 x 1 / 1.3 x 

In (x+ *Jx + 1 ) = x- - — + — — 



7 



x 3 2x \7 x 

tanx= , + _ + _ + __ 



1.3.5 * 

2.4.6 7 



62 x 



3 .5.7 3 .5.7.9 



1 x 

cotan x = - - - - 
x 3 



3 2 .5 



2x > 

3 2 .5.7 



2 2 

3 .5 .7 



i fx-n 3 1 2x- 1 
5 ^x+ 1 



n x— 1 

arc tan x = - + , 

4 x+1 3Vx+l 

■ 2 ? 2 g 2 io 

smx.shx= -x"--x + — x 

2 2 2 2 3 

sin x.ch x = x+ —x? - — .v 3 - — 7 + — , 

2 3 

cos x.sh x= x— x 3 - x 3 + 7 ! ^ 

u , 2 4 2 8 2 12 

cos x.ch x = 1 — — x + — x — JY] x + 



x > 0 , 

= arg sh x, I x I < 1 , 

i i ^ 

2 

0 < I x I < K, 
x> 0 , 



1 1 1 

cot X = - + + 

X x— Jt x+ Jt 



1 



1 



1 



1 



x-2jt x+2tc x- 3JC x+3k 

1.13.5 Nombres de Bernoulli et series s'y rattachant 

Les nombres de Brenoulli sont les coefficients des termes du developpement 
en serie de la fonction 



e*- 1 



e x - 1 



= 1 + 



B jX 

77 



Bjx_ 
2 ! 



+ Ba 



4 ! + 6 ! 



+ ••• pour I x I < 2 7t. 



Les nombres de Bernoulli se calculent par la formule B n = (B + 1)" dans 
laquelle les puissances a" sont remplacees dans le second membre par B^ 
a partir de n = 2 , ce qui entrame 

B^ = B^ = By = ■■■ = 0 (tousles .Sd'indice impair sont nuls, al'exception de B{) . 



D 1 n 1 r» 1 r> 1 r> 1 n 5 

B ' = “7 52 = 6 ’ 54 = “30’ 56= 42’ 58 = “30’ 5lo = _ 66 ' 



1 = ~ 2 ’ 02 

Series s 'exprimant an moyen des nombres de Bernoulli. 
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1„ ,i» «.!»»- ft ^ 

In cos x = - (2 2 -1)5? + (2 4 -l ) B a ^~ 



I x I 



2 ’ 



2.2 ! 



4.4 ! 
-(2 6 -l)5 6 



2 4 

In tan x = In x + (2 2 - 2) 5? _ (2 4 - 2) 5 4 



(2x) 

6.6 ! 



i i K 

I x I < 

2 



4.4 ! 
+ (2 6 - 2) B 6 



x tan x = (2 2 - 1) B 2 - (2 4 - 1) 5 4 + 



2 ! 



4 ! 

+ (2 6 -l)5 6 



6.6 ! 



(2x) 
6 ! 



- •••, Ixh 



2 ’ 



l i 71 

I x I < - , 

2 

I x I < Jt. 



, „ ( 2 x ) 2 „ ( 2 x ) 4 n ( 2 x ) 6 

x co tan x = 1 - B 2 + B 4 - B 6 + 

(Voir note relative au calcul des nombres de Bernoulli). 

1.13.6 Nombres d'Euler et series s'y rattachant 

Les nombres d'Euler sont definis par les formules de recurrence suivantes : 
C 2 ” E x - C 4 ” E 2 + Cg” £ 3 + ••• + (- 1)" E n = l, avec n= 1,2,3, ... 
E x = 1, E 2 = 5, = 61, E 4 = 1 385, £5 = 50521 . 



Series s'exprimant en fonction des nombres d'Euler. 

c 2 „ 4 „ 6 

l EjX £ 2 x £ 3 * 

cos x 2 ! 4 ! 6 ! 

/ \ 35 

1 (7Z x 1 7 ' x j- , x j - > 

In tan - + - = x + £1 — + .c? —+ h, 

V4 22 1 3 ! 2 5 ! ' 

1.13.7 Sommes de series 



7 

X 

3 - ■ + 1 



7 ! 



1 1 71 

I xl < - 

2 



I xl 



Le calcul exact de la somme d'une serie convergente ne peut s'effectuer que 
dans des cas particuliers : en general on ne pourra calculer ladite somme que 
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par approximations. Nous donnons ci-dessous quelques cas oil le calcul exact 
de la somme de certaines series est possible. 

SERIE GfiOMfiTRIQUE ET SfiRIES EN DERIVANT : 

1 + x + x 2 + ■■■ + x 1 + ••• = — - — quand .v< 1. 

1 - x 



En derivant : 



1 + 2 x + 3 x 2 + ■•• + »x” 1 + ••• = , 

( l -*) 2 

2 + 2.3 x+ ■■■ + n(n— l)x”~ 2 + = — - — - • 

(1-x) 3 

SERIE HARMONIQUE ALTERNfiE : 

1 - - + - + ••• = In 2 ~ 0,693 147. 

2 3 4 

(In (1 + x) dans laquelle x= 1) . 



Serie - + — — + — — + — —7 + ••• = In 2 

2 2.2 Z 3.2 4.2 

Serie de terme GfiNERAL u„=- - In f 1 + - ) • 
” n V 



ln( x) pour x = 



= 1 + - + - +••■-( In 2 + In- + In- + ••• + In 

2 3 



n— 1 



-In 



n + 1 



, 1 1 1 , yi "E 1 

1 + - +- + ••■ — In « — In — > C . 

2 3 n 



C = limite 



1 + - + - + ••• + - — In n 

2 3 n 



~ 0,577 215. 



C = constante d’Euler. 

SERIE HARMONIQUE (divergente). Somme des n premiers termes : 

, 111 1 ^ , 1 B 2 B A B lk 

2 3 4 n 2 n 2 n 4 n (2 k)n k 

C = constante d’Euler. = nombres de Bernoulli. 
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SERIE — - = ^(oc) . Fonction de Riemann, OC > 1. 
n 

Valeurs entieres de a. 



2 P 2 P 



V— = — + — + — + = ^~— \B J, p =1,2,3- 

Lip p 2 i P 3 : i P ip 2(2 /») !l 2 P\’ F 

p-1, l + l + ... + l + ... = IL, 

l 2 2 2 « 2 6 

p=2, 1 + — + — + ••• + — + - = — , 

2 4 3 4 « 4 90 , 



l + l + l + ... + __i__ 

l 2 3 2 5 2 (2 » + 1 ) 2 






2 2 4 2 6 2 (2 n) 



- — + - = *- 

2 24 



= S_. 

2 2 3 2 4 2 5 2 ; 2 



1 _l + l_l + ... = 7 Jt 

2 4 3 4 4 4 



1 + — + - — L + ... = ?L 

3 4 5 4 7 4 



720 

4 

7C_ 

96 ' 



— Sommations : 

X 

-oo < n < + 

En integrant en z : 



1 



3 0~ w) 



sin Kz) 2 
2: 



-oo < n < + < 
0 



3 (z— n) 



K 



M 



2 £ 



tan Jtz z z 2 — » 2 

»> 1 

1.13.8 Series de Fourier 



Soit/une fonction definie pour - x < x <K. Cette fonction etant supposee 
integrable et obeissant dans l'intervalle (- K, + 7t) aux conditions suivantes 
dites conditions de Dirichlet : 

1° la fonction est bornee ; 
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2° elle a un nombre fini de maximums et de minimums ; 

3° elle n'est discontinue qu'en un nombre fini de points. 

En dehors des points de discontinuity:, elle peut etre representee par une serie 
trigonometrique dite serie de Fourier, de la forme suivante : 

f{x) = Oq + rZj cos x + bi sin x + + a n cos nx + b n sin nx + •••, 



dans laquelle les coefficients a ex b sont donnes par : 



1 r +7t 1 r +7C 1 r +71 

Oq = - — f(x) dx, a n = - /(x) cos nxdx, b n = - I fix) sin nxdx. 

2. 7ZJ 71 J _ 71 J _ 



Si f paire dans (- K, + k), tous les b n = 0. 

Si f impaire dans (- K, +k), Oq et tous les a n = 0. 



DfiVELOPPEMENT D'UNE FONCTION PfiRIODIQUE DE PERIODE T 
QUELCONQUE 

„ 2j it 2 k 

(Jnposex = = (tit, K) = — 

* a 2 n j, . 2 K a 2 yik A, . 2 nK 

f(t) =Aq +A { cos — t + B x sin — t+ — + A n cos —— - t+ B n sin—— t+ 



avec : 

1 + t/ 2 2 r + ^ 

Aq= f(t)dx, A n = f(t) cos n(titdx, 

U -T/ 2 U ~T/ 2 

2 f + 7/2 r 

B n = “T- / (*) si n rttitdx. 

J -T/ 2 

A n et B n sont appeles « coefficients de Fourier de la fonction/*. 



Applications et exemples de dEveloppements 

Developpement de x— > cos (A,x) , X quelconque non entier : 
X sin Xk 



; Xx = 



1 2 cos x | 2 cos 2x , ^ , n | 2 cos nx | 

I a 2 a 2 , a 2 / a 2 2 

L A A - 1 A - 4 X - n 



Developpement de x— > sin (A,x) 



i Xx = 



2 sin Xn 



sin x t 2 sin 2x | , ^ ' « | n sin nx | 



L r-i 



?i 2 -4 



.2 2 
K — n 
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f(x) = —x pour — 7t<x<0 
f(x) = x pour 0 < x< 7t 



Developpement de la fonction definie par : 

Fonction paire. Tous les coefficients b n = 0 : 

a ° = rJ / {x)dx - i\ 0 

'■ n = — j* f(x ) cos nxdx = —J 



-7T 



\ 


l/ 


v / 

\ y 




+7: 



xdx = ^ 



;dx. 



Integrons par parties : x = u, dv = cos wx dx ; 

1 



dx = dz/, v = - sin ?zx. 
n 

.rc 



X COS ?ZX 



dx = 



X . 

- sin wx I - 
n 0 



"-f 

0 J 



1 ■ A 1 

-sm nx ax= — cos nx 

0 « » 2 



(cos «7t - 1), 



(cos »7t - 1). 



Tin 



Si n pair, a n = 0 ; si n impair, a n =- — j ■ 

Tin’ 



Done : 






l.l- 
cos x H — -cos 3xH — -cos 5x + ■ 

3 5 " 



Si ^ = 0, on a : 



£ = £ li + ^-U-l. 



TtV 3 2 5 2 

l + l + l + ... + 1 - 

3 2 5 2 (2 w + 1 ) 2 



+ ... = 



Developpement d'une fonction impaire de periode 2 / egale a (x) dans 
l'intervalle [0, /], avec p{x) = p sur OB et 0 sur BA : 

p(x) = 0 pour - / < x < - ^ , 

/ A 

— =—p pour — - < x < 0, 
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— = + p pour 0<x<~, 



— = 0 



► / 
pour - < x < 4 



~ _ , 2 jt n u 

1=11= , CO = — ; u = CGx, x = — ■ 

(0 / (0 

b n = — J s * n nu d w = ~J" s ^ n nu ^ u > 



= p dans Fintervalle 0, 



^ coy 



■ , 7t. 



b„ = 



2£C 

kj. 



It/ 2 



2^ 

71 



,|7C/2 



n 0 



2j> 

tin 



1 Bl A 

2 2 



1 — COS 



Ml 



D'oii le developpement : 



p(x) = ^ 






Ml 



1 — COS 



Ml 



Ml 



x, n = 1, 2, 3, 



n = 1 

= ^ 
71 



. 71 . 271 1 . 37C . 

sin- + sin — + ^sin — + ’"(terme en = 0) + ■ 



1.13.9 Integration et derivation des series de Fourier 

Une fonction f definie dans l'intervalle (- n, + 7t) et remplissant dans cet 
intervalle, les conditions de Dirichlet peut etre integree et derivee dans cet 
intervalle, a condition d'operer separement dans les intervalles oil elle est 
continue. 

1° Integration. — Soit/Xx) = a 0 + a\ cos x + b\ sin x+ ■■■ + a n cos nx + b n sin nx 

f 71 a \ a n 

fix) dx = tin x + — sinx+ — (1 -cosx) + ••■ + — sin nx + — (1 - cos nx) + —. 
J 0 1 1 n n 

On n'obtient pas, dans ce cas, une serie de Fourier en raison de la presence 
du terme a 0 x. 

2° Derivation. — Soit la derivee /’ / developpee en serie de Fourier. 

f'ix) = a o + a\ cos x + b'sin x+ ■■■ + a' n cos nx + ^sin nx + ■■■. 
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Calculons les coefficients a q, ..., a' n , b ' n : 




-71 

Si Ton tient compte des discontinuites de/^ dans l'intervalle (- Jt, + Jt), on a 




p etant le nombre de discontinuites dans (- Jt, + 7t) 
r 0 = /(jt-0)-/(-Jt +0), 

s k=f( x k + °)-f( x i-°)’ 



c'est-a-dire les sauts de la fonction aux points x ^ 
De meme : 






nb„ 






sin nx u - na„ 



Ces formules permettent de former le developpement d'une fonction non 
continue en partant de sa derivee, dans le cas oil cette derniere est continue. 

-1 dans lintervalle — Jt, 0 ; 



Exemple. — Fonction egale a 



+ 1 — — 0, Jt. 



La derivee de cette fonction est nulle et tous les coefficients a'§ , a' n , b' n sont 
nuls, jq = 2. Une seule discontinuite pour x= 0, pour laquelle s ^ = 2. 

On a done 0 = - na n , soit a n = 0, 

0 = ~ (— 1)” 2 - 2 + nb n , b n =- [1 - (- 1)T ; 

K Tin 

sin x | sin 3x | | sin(2 p— 1 )x | 

.1 3 2 p- 1 
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Faisant x=nl2 par exemple, 



= 1 : 



1_I + I_I + ... 



3 5 7 

!_ I + i — i + ... 



3 5 7 



4 

K 



1.13.10 Produits infinis 



sin x xxx x 

= cos-, cos-, cos-, cos— -• 

x 2 4 8 16 

/ 2\( 2\r 



sin x 



1-*- 



JI 2 2V 



1 -■ 



COS X = 1 - 



sh x = 



Ax' 



1 - 



An' 

Ax 

9 n 



1 -- 



1 - 



9 K" 
Ax 

25k' 



1 -- 



16tc' 



( 24 


( 2\ 


( 2\ 


( 2 \ 


1+*- 

V jt 2 7 


1 + — 


1 + — 


i + * 


v 4jt 2 7 


v 97t 2 2 


l 167t 2 J 



ch x = I 1 + 



1 + 



Ax' 

9 n‘ 



1 + 



Ax 

25W 



Formule de Stirling : 



■ 0 quand 



u a/ 2 Ku 1 H V 

1 12 n 



1 + 6 , 



288 n 
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2 • ANALYSE 



2.1 Derivees et differentielles 

NOMBRE DfiRIVfi. — Le nombre derive d’une fonction /en a, s’il existe, est 
defini par 

f'(a) = lim f{a + h) ~f^K Um ~ f {a) . 

h^> 0 h x^>a x — a 



On le note egalement parfois a ) • 

Ax 

Geometriquement, le nombre derive d’une fonction /au point a est le coeffi- 
cient directeur de la tangente a la courbe de / au point d’abscisse a. Cette 
tangente a d’ailleurs pour equation y = f'(a)(x — a) + f(a) ■ 

Fonction derivSe. — C’est la fonction f\x) . 

DlFFfiRENTIELLE. — La differentielle Af{a) de la fonction /au point a est 

l’application lineaire telle que : f(a + h) - f(a) = d f(a)(h) + ht{h) , ou £ est 

une fonction telle que lim £(/?) = 0 . Si /est derivable en a, elle y est egale- 
h^O 

ment differentiable et Af(a) : h i-> f\a).h , si bien que : 

f(a + h) — f(a) = f\a).h + hs.(h), avec lim e(h) = 0. 

A — >0 

Cette ecriture s’appelle egalement developpement limite h I’ordre 1 de /au 
voisinage de a. 
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2.1 Derivees et differentielles 



2.1.1 Regies de derivation 

usx v sont des fonctions de la variable x derivables sur un intervalle /. X est 
un nombre reel donne, et m un entier relatif non nul donne. 



Fonction 


Derivee 


u + Xv 


u + Xv' 


uv 


uv+ uv' 


u 


u'v — uv 


V 


2 

V 


u m 


muu m ~ 1 


\JU 


/ 

u 

2 \[u 




/ 


In u 


— 




u 


u 

e 


ue u 



DfiRIVfiE DE FONCTIONS INVERSES OU RfiCIPROQUES. 



Soit f : I — » / une application bijective. On appelle f 1 : J — > / son appli- 
cation reciproque. Si f est derivable sur / et si x G J est tel que 



f'\f H*)] ^ 0 , alors : 



(/ ') M 



l 

fof-\x) 



DfiRIVfiE D’UNE COMPOSITE DE FONCTIONS. 

Soient «:/—>/ et v: J K , deux fonctions derivables sur leur intervalle 
de definition. Alors v o u est derivable, de derivee 
(vo u)'(x)= u'(x)x v' ou(x) . 
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2 • Analyse 



2.1 Derivees et differentielles 



2.1.2 Derivees 

DfiRIVfiES DES FONCTIONS USUELLES SIMPLES. 



Fonctions : 


Derivees : 


x m 


mx m_1 


Jx 


1 

2 Jx 


1 

X 


2 

X 


a x 


e x In a 


e x 


e x 


log a x 


i 

xlna 


In x 


1 

X 


COS X 


- sin x (x en radians) 


sin x 


cos x (x en radians) 


tan x 


— L- ou 1 + tan 2 x 

COS X 

(x en radians) 


cotan x 


L- ou -(1 + cotan 2 x) 

sin x / a- \ 

(x en radians) 


Arc sin x 


1 

h-x 2 
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Fonctions : 


Derivees : 


Arc cos x 


-1 

Jl -x 2 


arc tan x 


1 

1 +x 2 


ch x 


sh x 


sh x 


ch x 


th x 


— ou 1 - th 2 x 
ch~x 


coth x 


— - — = 1 - coth 2 x 
s/Tx 


arg sh x = In (x + Jx 2 + 1 ) 


1 

J\ +X 2 


arg ch x = In (x + Jx 2 - 1 ) 


J_ X>1 

Jx 2 --\ 


arg th x = l|ni-±^ 
y 2 1 -x 


— (-1 <x< i) 
1 -X 


arg coth x = ~ ln x + ^ 
2 x- 1 


1 

X < -1 OU X > 1 

1 -X 
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2 • Analyse 



2.1 Derivees et differentielles 



DfiRIVfiES d’ordre n. 



Fonctions : 


Derivees n-iemes : 


x m 


m(m - 1) ... (m - n + 1) x m ~ n 


a x 


a x (ln a)n 


1 


n! 


1 -X 


(1-x) n + 1 


COS X 


cos(x + rijj 


sin x 


sin(x + n~j 


In (1 +x) 


(1 +x) n 



Formule de Leibniz : u et v fonctions de x, 

, An) (») . A (»- 1) , rt> ( n-p ) O) 

= u v+ C u v + ... + C u + ... + uv 

v y n n 

DfiRIVfiE D'UNE FONCTION IMPLICITE : f (x, y) = 0. 

-K . . 

Derivee de y consideree comme fonction de x : y' = J > fx > fy derivees 

fy 

partielles de/par rapport a xety sous reserve que f ^ 0 au point considere. 
DERIVfiE D'UNE FONCTION COMPOSfiE:_y =f(u, v, w), u , v, w etant fonctions de x. 
y' = f'u «* + /„' Px + • wx ■ 



Formule des accroissements finis. 

f(b)-f(a) = (b-a)f'(c) ce 
ou f (a + h) = ft a) + hf {a + 0 h) 

Hypotheses: /"continue pour x£ [a, b], 

f derivable pour x £ ~\ a, b\_. 



\a,b \ , 

0 < 0 < 1 . 
ou [a, a + h\ ; 
ou ] a, a + h\ 
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2 • Analyse 



2.1 Derivees et differentielles 



2.1.3 Normes et distances dans M n 

Definition. — Une application N : R" > R est appelee norme si, et 

seulement si les trois proprietes suivantes sont verifiees : 

1° N(x ) = 0 => x = 0 , pour x £ R” . 

2° Soit A,eR. Af(A,x) = pt|JV(x). 

3° Pour tout couple (x,y) d’elements de R w , N(x + y) < N(x) + N(y) . 
(Inegalite triangulaire). 

Remarque. — Une consequence de cette definition est que N(x) > 0 pour 
tout x element de R” . 

Qiielques normes dans R B . 

Soit x = (xi,X 2 ,—,x n ) un element de R K . 

- On appelle norme euclidienne, la norme definie par 
Fib = V X 1 + x 2 +--- + x n ■ 

- On definit egalement la norme 1 de xpar ||x||j = |xj| + \x 2 \ + ■ ■ . + |x„| . 

- On definit la norme infinie de x par ||x , || oo = max(|xj|, |x 2 |, ..., |jc„|) . 

- Plus generalement, on peut munir 
non nul, definie par 

1*11;,= (l*l \ P +---+\ x n\'’) 1 ’ ' 

Definition. — La boule ouverte 
(resp. fermee) de centre xq £ R w et 
de rayon r > 0 associee a la norme 
A^designe l’ensemble des elements x 
de R” tels que N(x — x 0 )<r (resp. 

N(x — x 0 )<r). On la note 
B(x 0 ,r) (resp. Bjr(x 0 ,r)). 

Ci-dessous, on a represente les 
boules unites (de rayon 1) associees 
aux trois normes || . || j , || . || 2 et 
II . || dans R 2 . 



R H de la norme p , pour p entier naturel 
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2 • Analyse 



2.1 Derivees et differentielles 



DEFINITION. — Un ensemble O est dit ouvert si pour tout element x 0 de O, 
on peut trouver r >0 tel que la boule ouverte B{xq,t) est incluse dans O. 
On dit qu’un ensemble F est ferme si son complementaire est ouvert. 

2.1.4 Fonctions de plusieurs variables 

Soit f, une fonction definie sur un sous-ensemble ouvert de R H note O et a 
valeurs dans R. On note : 



/ : x = (xi,...,x n ) g O t— > f(x \,...,x n ) g R. 

Soit x° = ^x{*, G O . On definit les notions de continuite et differenti- 
abilite au voisinage de x°. 

Continuite. — f est continue en x° si lim f(x) = f\x°). 

x— Sx° ' 

— Existence de derivees partielles selon xj . — /admet une derivee partielle 
selon en x° si l’application t G R i— > fix® + t,x\,. . ,,x® j est derivable 

r 

en 0. Si c’est le cas, on note indifferemment f x ^ ^x° j ou sa derivee 

partielle en x° selon Xj . On definit de la meme fajon f x ^x°j ou 

r 

Ix°) pour i entier compris entre 1 et n . 

dxj v > 

— Dijferentiabilite. — On dit que /est differentiable en x° si, et seulement si f 

admet un developpement limite a l’ordre 1 au voisinage de x°. C’est-a-dire 
que pour tout h = tel que x° + h = ^xj 3 + hy,. . ,,x® + h n j G O , il 

existe une application lineaire d f x : R” — > R et une application £ definie 
au voisinage de (0,...,0) et a valeurs dans R telles que : 



/(x° + />)-/(x O ) = d/ Xo (/0 + ||/>|| 2 £(/>) et lim e(b) = 0. 
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2 • Analyse 



2.1 Derivees et differentielles 



Remarque 1. Si ft est differentiable en x°, alors le terme d’ordre 1 se calcule a 
l’aide de la limite 



df Xo (h) = 



f(x° + t.hj- /(x°) 

lim 

0 t 

tsR.t^O 



Remarque 2. Dans Fecriture du developpement limite, le choix de la norme 
n’a pas d’importance. Une propriete des normes en dimension finie (n ici) est 
qu’elles sont toutes equivalentes, ce qui implique que, si /admet un develop- 
pement limite a Fordre 1 au voisinage de x° pour une certaine norme, elle 
admettra le meme developpement a l’ordre 1 pour toute autre norme de R”. 
Classe C 1 . — On dit que /est de classe C 1 au voisinage de x° si, et seulement 

si les applications f x , , f x sont continues au voisinage de x°. 

Remarque. Si f est de classe C 1 au voisinage de x°, on a 
d f X(j ( h ) = f Xi + . . . + f x [xf^h n . On definit le gradient de/en x°, que 

Fon note V/(x°) ou grad / (x° ), par V/((x 0 )) = [f Xi (x°), ...,/^ (x°)j . 
Ainsi, si /est de classe C 1 au voisinage de x°, son developpement limite s’ecrit : 

f[xP + h^ — = V/(*°)-A + ll/'ll £(h) et lim £{h) = 0. 

On peut faire le lien entre les differentes notions ci-avant : 



| f est C 1 => f admet un DL a Fordre 1 => f < 

u 

f admet des derivees partielles 
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2.2 Integrales 

2.2.1 Definitions 

1° INTfiGRALE DE RlEMANN. 

Soit f une fonction reelle, definie et bomee sur le segment \a,b] et une 
subdivision de ce segment en n segments partiels tels que 

x 0 = a < X] < x 2 < ... < x p < x p+1 ... < x n < b = x n+l . 

Si ^ est un nombre arbitraire du segment avec x p < ^ < x p+ j, on 

dit que /est integrable au sens de Riemann sur \a,b] si la somme : 

+ {x p+ 1 -x p )fik t ) + ... + (£-*„)/(£«) 

tend vers une limite / quel que soit le choix des ^ lorsque le nombre des 
segments partiels augmente indefiniment, le plus grand d'entre eux tendant 
vers 0. 

Cette limite /est l'integrale de f et s'ecrit : 

r h 

I = I f(x) dx. 
a 

2° INTfiGRALE CURV1LIGNE. — Si on se donne une fonction /et une autre fonc- 
tion (x, y) —>f(x, y) continue par rapport aux variables x et y, on dit que 



f 

F(x,y)dx est une integrale curviligne le long de la courbe C\y = f{x)\. 

a 

On ecrit : b 

F (x, y) dx = F (x, y) dx. 

a c 

Si C est definie parametriquement, on est amene 
a considerer les integrales curvilignes du type 

1 j P(x,y)dx + Q{x,y)dy, 

\ j qu'on ramene a une integrale simple de la forme : 

a b~*~ [ 'cp(f)dA 

J r 0 
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2 • Analyse 



2.2 Integrates 



3° iNTfiGRALE CONSIDfiREE COMME FONCTION DE SA LIMITE SUPERIEURE. 

Si f est une fonction integrable sur le segment [a,b\, la fonction 

F: a: — > j" 

J a 

a pour derivee/sur ce segment. 

4° Derivation sous le signe J : 

0 f 

si Fapplication — existe et est continue sur [a,b\ x I avec /intervalle de R, on 
a les resultats : 

a) Si les limites a et b ne dependent pas de la variable t : 

j- f h f(x, t)dx= f ^'(x, t)Ax 
at i a J a at 

b) Si les limites dependent de la variable t : 

d r c b(t) df / 

— f(x, t)dx= 5- (x, t) dx+ bf[b(t), t\ — a (t)f[a(t), t\ . 

At 1 a(t) J a(t) At 



2.2.2 Methodes de calcul des integrates 

I. Changement de variables. — Soit J fix) Ax. 

On pose x = (pit) ou t = l// lx), y/ix) etant une fonction de x. On a Ax = 
tp ( t) d t , et 

J fix)Ax = J/[(p(t)](p it)At. 

II. Integration par parties. 

\u Av = uv— f v Au, net v etant des fonctions continues de x. 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



2.2.3 Integrates indefinies 

■ Primitives usuelles simples 



Ces primitives ne sont definies qu'a une constante quelconque pres. 



Fonctions : 


Integrates : 




m + 1 


x m 


- + C (m + 1 * 0) 




m + 1 


2 


In x | + C 


X 


i 


-Arc tan- + C 


2 2 
x + a 


a a 




[-Arg th- + C si x | < a 


1 


1 3 a 


2 2 

a -x 


-L In a +x | + C Vx 

^ 2a a -x| 


i 


X X 

Arcsin- + C, ou -Arccos- + C 
a a 


i 

<N 




1 




Jx 2 - h 


In x+ Jx“ + h + C 


r ■ u 2 


Arg ch- + C 


1 | si h = -a 


a 


Jx 2 + h l si h = + a 2 


Arg sh^ + C 


e x 


e x + C 




X 


a* 


ina + C 


COS X 


sin x + C 


sin x 


- cos x + C 
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2 • Analyse 



2.2 Integrates 



Fonctions : 


Integrates : 


1 

2 

COS X 


tan x + C 


1 

. 2 
sin x 


- cotan x + C 


sin 2 x 


~(x— sinx • cosx) + C 


cos 2 X 


|(x+ sinx • cosx) + C 


tan x 


-ln|cosx| + C 


cotan x 


In | sinx| + C 


1 

sinx 


In | tan + C 


1 

cosx 


ln tan (f + S +C 


tan 2 x 


tg x-x + C 


ch x 


sh x + C 


sh x 


ch x + C 


1 

ch 2 x 


th x + C 


1 


1 + C 


sh 2 x 


th x 


sh 2 x 


|(-x + shx • chx) + C 


ch 2 x 


1 

^(x+ shx • chx) + C 


thx 


In ch x + C 


1 

th x 


In | sh x | + C 


1 

sh x 


In th 2] + ^ 


1 

ch x 


2 Arc th (e x J + C 


th 2 x 


x-th x + C 
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2.2 Integrates 



■ Procedes de calcul des primitives de certaines fonctions 

Expressions de la forme , 

QO) 

Pet Qetant 2 polynomes (degre P < degre Q) (s'il n'en etait pas ainsi, il n'y 
aurait qu'a effectuer la division et le reste se presenterait sous cette forme). 
Decomposition en fractions rationnelles. 

1 ° Racines reelles de Q. 

p 

a) Racines simples. — On met — sous la forme 
x — a x— b x— c 

(calcul de A, B, C, ... soit en donnant a xles valeurs des racines, soit en iden- 
tifiant les puissances egales de x). 

Les integrates sont de la forme A In (x- a) + Constante. 

|3) Racines multiples de Q. On ecrit : 



(x— a) (x— by ... 



(x— a) (x— a) 



etant eventuellement un polynome, et on integre terme a terme. 

2° Racines imaginaires de Q. 

\ r, ■ i P(x) ,, ■ 

a) Racines simples : — — - s ecrit 

Q(x) 

A. x + B. A n x + B~f 

1 — + — + ... 

2 7 2 , 

a Q x + OqX+ c 0 tZjX + PjX+ c j 

On met les denominateurs sous la forme m 2 + cr,e n utilisant une actorisation 
canonique et Ton a des integrates de la forme 



' Mu d u 



1 2 
a + u 



' 2 2 
a + u 



Integrate de la forme / = J 



2 2 
a + u 



On pose it + cC = v. D'ou 2 u du = du 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



/ = — | — de la forme — In v = — ln( + a ) . 

2) v 



M r dv , , r M. M, , 2 2 S 

ne m rorme — In V — — 

2 2 

_/Vch/ 

2 

^ + 

|3) Racines multiples. — On est ramene a des integrates de la forme 

J 



- Integrale de la forme J ~2~~i ' C'est un arc tan - 



px+ q 



( ax “ + bx+ c) 

avec m > 1, qui peuvent se mettre sous la forme f — — — — — 2— d u . 

J , 2 2J n 

t , 1 r f Ptidu 

integrale 1 1 = 



, 2 2 . 

(u + a ) 



2 2 > 
( u + a ) 



. On pose i? + rf 2 = 2 « d« = d« 



r -Pf c . 

2, = - — si m> 1, 

1 2j >» 



/ = L _ 

1 



integrale / w = J 



1 , 2,2 2 
l r « + — « 



(« 2 + a 2 ) 



a ( « + « ) 



d« . 



/ = 






d« 






_ J_ r « 2 d?< 1_ r If 

_1 J-i / 2 , 2>w „ 2 ,2J 



s/^d« 



a ( u + a) 



a 13 {u 1 +<?)’' 



, 2 . 2i® 

( « + ) 



s'integre par parties et donne 



, 2 2\ w_1 2(\ — m)i , 2 2\ w_1 

2(1 -»?)(«■ +<r) («+<*) 



■J— f- 

— /«)J , 



D'ou la formule de recurrence : 

1 , 1 



/ = 1 
w m — 1 



• + • 



2a(\-m) 2a 2 {l-m){u 2 + t^)‘ 



7-1 ’ 



, _ 3-2 m r 

1 m — j 1 m — 1 

2 a ( 1 — m) 



2a\l - m)(u 2 + a 2 )™ 



- 1 ’ 



2 a {m- 1)1 = (2m- 3)1 + 



,2 2\ m ~ 
( u. + a) 
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2.2 Integrates 



INTfiGRALES DE FRACTIONS RATIONNELLES DE LIGNES TRIGONOMfiTRIQUES 
DE L'ARC X 



/ = J Ts’lsinx, cosx, tanx)dx, 



R etant une fraction rationnelle. 

Methode generate : on pose tan- = t et x= 2 arc tan t, dx = — — — ■ On 
' 2 1 + t 2 

exprime cos at, sin x, tan x en fonction de t : 



2 1 1 — t 2t \ 2d t 



u + 1 2 i + 1 2 i 



- t 2 ) i + ? 



-Si R est une fonction de sin 2 x cos 2 x, sin x x cos x, tan x, on pose : tan x = 
. d t 

t,x= arc tan t, dx = • 



. 2 tr 2 1 t 

- sin x = , cos x = sinx • cosx = , 

1 + r 2 1 + 1 2 1 + t 2 

et 

/= -h, 

l 1 + ? 1 + t 1 1+t 2 J 1 + t 2 



-Si R est de la forme 



asmx+ bcosx 



/= \ . d \ ■ 

J asmx+ bcosx 

„ b . , asm(x+ cp) 

Un pose - = tan cp\ a sin x + b cos x = ■ 



t coscpf dx 1 , x+(p , ^ 

/ = x — = - cos tp In tan ^ + C . 

a J sin(x+(p) a 2 

r yyi r 

INTfiGRALES DE LA FORME / = sin x dx et J = cos X dx, 
m entier positif. 
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2 • Analyse 



2.2 Integrates 



On exprime sin w xet cos w xen fonction lineaire des sinus et cosinus des ares 
multiples. 

m = positif ou negatif, mais pair. 

On pose tan x = t ; dx = ^ ■ 

1 + t 



On exprime sin et cos en fonction de t et on est amene a integrer une fraction 
rationnelle de t. 

m positif ou negatif, mais impair. 

On pose sin x = t, cos x dx = dr. 



, r w-i , r,, 2.( m -i) /2 , 

1 = cos cosx ax = I (1 — t ) at. 

Integrates de la forme J tan™* dx. Meme methode. 



INTEGRALES DE LA FORME /= J f^sin mx, cos mx, tan mx, cos nx, sin nx, tan nx) dx. 
R fraction rationnelle ; met n entiers quelconques. 

On exprime rationnellement les lignes trigonometriques en fonction des 
lignes d'un seul arc soit le p. g. c. d. de m et n, note p. On pose alors px= f, 
p dx = d t. 

I = - [ R(sint, cost, tanr)dr. 

p J 



INTEGRALES DE LA FORME J sin mx COS nx dx ET ANALOGUES. 

On transforme les produits en sommes : 

sin mx ■ cos nx = ^[sin(/« + n)x+ sin( m — «)x] 

et on a a calculer des integrates de la forme J sin ax dx. 

INTEGRALES DE LA FORME 7= J P(x, sin mx, cos mx, sin nx, cos nx) dx, 7’etant 
un polynome entier. 

On peut remplacer toutes les puissances des sin et cos ou tout produit de ces 
lignes par une fonction lineaire de lignes d'arcs multiples. On est alors 
ramene a des integrates de la forme 



1 = x cos bx dx 



J m J x™sin bx dx. 
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2.2 Integrates 



Posons xT = u et v' = cos bx , v - — — — • 

En integrant par parties : ^ 

T 1 m . , m f m- 1 . » i 

1 = -x smbx — 7 \ x smbx ax 

m b b J 

1 m . , m T 

— ~x sin bx — — I , . 

b b m ~ l 

T 1 m , m f m - 1 ,, 1 m , m T 

J = -~x cos bx+— x cosox dx = -~x cos ox+ — 1 . . 

m b b J b b m 

Loi de recurrence : bj m — ml m _\ = — x^cos bx. 

bl 0 = sin bx + c, bJ Q = — cos bx + c 

bl\ + J 0 = x sin bx , bj\ — Ig = — x cos foe , etc. 



Integration de radicaux 



Fractions rationnelles de x et d'un radical du deuxi£me degr£ : 



/ = J R(x, J ax 2 + bx+ c)dx. 



Premiere Methode. - On peut decomposer en 3 parties : 
une fraction rationnelle ; 



une somme de termes de la forme 



: , m positif ou negatif ; 



lax + bx+ c 



une somme de termes de la forme 



: , a reel ou imagi- 



(x-a ) m d ax + bx+ c 



En posant x- a = t, la troisieme forme se traduit par : 

1 



t m J a 2 + Bt+ C 



On est done ramene a la forme : 



+ bx + c 



:dx . positif, negatif ou nul. 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



„ m 1 , I\ m - 1 b m - 1 , r . 

Un peut ecrire x = — -(2ax + b)x ~~x (on rait apparaitre au 
2 a 2 a 

numerateur la derivee de ax + bx + cl. Integrons par parties : 

. _ , . m - 1 

J (2ax+ j 



Ja 



+ bx + c 



2x l * J 'ax + bx+ c— 2(m - 1 ) J x™ 2 J ax 2 + bx+ c dx 



1 */ ax 2 + bx+ c— 2(m - 1 )J 



= 2x *J« + bx+ c — 



= 2x n 1 Jax~ + bx+ c-2(m- 1) 



x >n 2 (ax 2 + bx+ c) Ax 
J ax + bx+ c 

J^ + J^x +C rx^dx- 

J r J r J r 



7YI — 1 / 2 

= 2x ax~ + bx+ c— 2( m - 1 )(al,+ bl , + c/„, 

v x m m— 1 m- L' 

D’ou : 



/ = -x” 1 J ax 2 + bx+ c— -(m — 1 + bl \ + cI m 9 ] — — / ,, 

m s, v m m— 1 m — 2. A o - m — 1’ 



<2 <2 
et la formule de recurrence 



2 mal m + (2 m - 1) £/ w _i + (2 w- 2) c/ m _ 2 — 2 x"*' 1 + £x + c, 

ce qui donne 

2 a/j + 6 /q = // ax + bx+ c pour to = 1 ; 

4tf/ 2 + 3 bl^ + 2 cIq = 2 xj ax" + bx+ c, pour m = 2\ 

et la suite pour les exposants positifs ; 

et —bl_,—2cl_ 7 = -*jax + bx+ c pour m = 0 

1 z x 

2 I 2 

— 2tf/_j - 3 £/_2 — 4c/_j = — + £x + c pour /« = -! 



et la suite pour les exposants negatifs. 
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2.2 Integrates 



II est done necessaire de connaitre / 0 et /_ | . 



Calcul de /q = J 



4 ax + bx+ c 
a > 0. On se ramene a 



a < 0. On se ramene a 
Calcul de / j = J 

7 -l = “J 



f if- = 


\nlz+ J z~ + k 


J JI7k 





• z 

arc sin — ■ 



/ 2 2 
m — z 



On pose x = - ; dx = — 



x4 ax' + bx+ c 

dot 

J cii' + bu+ a 



, de la forme precedente. 



Deuxieme Met h ode. 

a < 0. Racines reelles. On peut mettre atC + bx + csous la forme n. i 2 - z 2 . 
On pose z= m sin (p : 



dz = m cosep (a'cp, J nf — z = m cosep . 

On a / = J R^im simp, m cosep )coscp dtp . 

a > 0. Racines reelles. On peut mettre a. x 2 + bx + csous la forme z 2 - /w 2 . 

yn i ~ m i 

On pose z = — — ; dz = — — coslp dtp. 



m i —yn i 

z = ; dz = — — costp dip. 

sin( P sin“tD 



, r „ ( m m costpt coslp . 

/= - K „ h^ d( p- 



smip Simp / sin 2 9 



Fraction rationnelle en simp coslp. 

2 

a > 0. Racines de ax + bx+ c imaginaires. 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



On peut mettre a x 2 + bx + c sous la forme z 2 + n?. Posons 

l 



z = m tancp ; d z = m 



2 

cos (p 



2 2 m 

z + m = 



coscp 



On est ramene a 



/= [*/* tancp, 

J co S ( P ; cos 2 (p 

Integrales de la forme / = J J ax" + bx + c dx. 



I = 



-J 



ax + bx+ c 



&x=a\ X -p + b\ x -^ +C \^, 



Ja 



r 



I ax' + bx+ c 
integrales de la forme precedente. 

INTfiGRALES DE FRACTIONS RATIONNELLES DE X ET DE RADICAUX DU 
PREMIER DEGRfi 

/ = J R(x, Jax+ b) dx, R = fraction rationnelle. 

i 2 u — b j 2 « d « 

On pose ax+ b = it ; x = , dx = ■ 



/ = 



= 



2 

u — 



u du, fraction rationnelle en u. 



Integrales de la forme J R(x, Jax + b, Jcx+ d) dx. 

On pose ax + b = w 2 ; x = — , cx+ d= -(cu 2 + W— £c) . 

a 

On est ramene a la forme 



J R u, J cu 1 + ad— be dx . 



INTfiGRALES DE LA FORME. 



ax+ by'9 ( ax + by 'I' 



cx + 



cx + 



dx- 
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2.2 Integrates 



Soit wle p. p. c. m. de q , q' , ... Les fractions deviennent — , — 
, j n i n n 

„ ax + b n du — b 

rosons = u ; x = • 

cx + d rl , n — ~ 



dx - w( be— ad) u‘ 



< n ,2 

(c« - a) 



I = -n(bc- ad) f R — — u’ n , u™ , ... 



(c« -*) 



fraction rationnelle en ; 



■ Integrates d'expressions oil figurent des exponentielles 

/ = J R(e mX ) dx ; 22= fraction rationnelle. 

, . wx , , , 1 d u 

Un pose e = u; me. dx = au, ax= 



1 f R{u) 
m J u 



Integrates /comprenant J P(x, s ax , sin mx , cos mx , sin «x, cos «x, ...) dx, 
/* = polynome entier. 

On exprime sin xet cos xpar des exponentielles. 

On est ramene a des integrates de la forme J x™e a * dx. 

Integration par parties : 

T f m ax . 1 m ax 771 f m—l ax , 

1= \ x e dx = ~x e — — \ x e dx. 

m J a a J 



Formule de recurrence : 



+ 1 =*”<?*. 

T ax j T ax 

1 q = e , al j + mJ Q = xe , etc. 
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2 • Analyse 



2.2 Integrates 



■ Integrals d'expressions dans lesquelles figurent des logarithmes 

Soit J x”*lnxdx = I m j 

Integration par parties {\nx=ti, — = Au, Av=x" dxj : 



1 + 1 



m + 1 



m + 1 . 






m - 1 m + 1 



Inx— ■ 



( m + 1 ) 

Pourm = -l, /j i (Inx) 2 



2 /» + 1 [ 



Inx- - 



1 



m + 1 J 



avec m ^ — 1 . 



Forme I m ^ = J x ,K ( lnx)^ dx , m quelconque, /> entier et positif. 

Integration par parties : 

m+ 1 



/ 



m+ I 



(lnx/--^- f 
m + 1 J 



”( ln)^ 1 dx . 



Formule de recurrence : 

^ m+X ) I m,p + P I m,p- 1 = x m+1 (lnx/. 

/* = 0> ( OT + VPm.O = x '” +1 ; 

/=1, (»»+ l)I m ! + / m 0 =x m+1 Inx; 

P = 2, (m + 1) / m> 2 + 2 / m j = x m+1 (In x) 2 , etc. 

iNTfiGRALES DE POLYNOMES ENTIERS EN xET In X. 

/ = J P(x, Inx) dx. 

1° On peut decomposer en termes de la forme x^In x)A 
2 ° Posons In x = t ; x = e f , dx = e 1 At. 

1= J /’(e*, t)<i dr, forme precedente. 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



Integrals ^expressions comprenant des fonctions 
circulaires inverses 



/ = I x arctan^xdx. 



Integration par parties : 



m + 1 

r x a 

l... — r arc tan ax — 



m + 1 



■J 



m— 1 



m+lJ 1 + a x 



dx. 



On est ramene a une fraction rationnelle. 

m + 1 



m + 1 



r f m , X . a f x , 

l— I x arc sin ax ax = arc sin ax— — — ax. 

m J m+ 1 m+ 1J . 2 2 

I — x 



Polynomes en (x, arc sin zzx) : 

/= J P(x, arc sin ax) dx. 

On pose arc sin ax = t ; dx = -cos rdf. 



/ = - J ~ sin f , fj cos f df . 



2.2.4 Integrales definies 

■ Methodes de calcul des integrales definies 

r b 

II y a de nombreuses methodes de calcul des integrales dont la plus 

a 

courante est, quand il est possible, le calcul d’une primitive F, c’est -a-dire 
telle que F(x) = J f (x) dx, dont on tire F(b) - F(d). Malheureusement ce 

calcul n'est pas toujours possible et quand les limites sont 0 ou 00 , on tombe 
souvent sur une indetermination et l'on est oblige de chercher un autre 
moyen. 



89 




2 • Analyse 



2.2 Integrals 



Autres methodes : 

Utilisation de la methode des residus. 

Utilisation des transformations soit de Laplace, soit de Mellin. 

Nous donnons ci-dessous un certain nombre d'integrales definies parmi les 
plus usuelles, et nous indiquerons ensuite les principes et des exemples 
d'utilisation des methodes des residus et de Laplace. 

La fonction sous le signe [ EST une fonction ALGEBRIQUE : 

.b ,11 

f / S m, , , n , , , s m + n + 1 min'. n , „ 

(x- a) (b—x) d x=(b—a) ; , x , ; m, n = 0,1,2, ... 



0 ax 2 + b 2 



l 

J'f 



dx 



it 



dx 



(m + n + 1)! 
71 



a- 1 



+ x 



dx = 



sinn a 



ax' + b 2j~ab 
0 < a< 1 . | 



; a> 0, b> 0 ; 



dx 



0 ( 1 + x 2 ) 3 



371 
16 ’ 



J x” 1 ( 1 — x^) dx = - . nj ; B = fonction eulerienne de l re 

0 P P es pece, appelee egalement fonction Beta. 



x a 1 dx 



r[ -)r[a- a 



0 (l +x n f n 



Si a = 1, 



Ha) 



0 < a < 1 r = fonction eulerienne de 2 e 
espece, appelee egalement fonction Gamma. 



a- 1 



dx= -rf-Vfi--) = 1 n 



'0 (1 + x ) 



n • na 
sin — 



\ 



dx 



0 Pi \-x p / sin - 



p = 2,3, 4, ... 



J 



Jf 



2n 

X + 1 



dx = 



7t 



,2o+l 

n sm— 1 K 

2 n 



f / ’(1 -x) P-AE. = — f — ^ o </>< 1 ; 
x+a avi + aJ smp% 



sin pn 

a reel et exterieur a (-1, 0). 



90 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



2.2 Integrates 



En derivant cette derniere relation par rapport a a, on calcule les integrates 
de la forme 



f 1 x^ _ *( 1 — x) P — — • 

J 0 (x+ot) w 



iNTfiGRALES DE FONCTIONS CIRCULAIRES OU HYPERBOLIQUES. 



f 7T/2 . 2n . 
sin x ax 

Jo 



2^ 

cos x dx 



1.3.5 ... (2n— 1) 7C , „ „ 
2.4.6 ... (2n) 2 ’ « =1 ’ 2 ’ 3 >- 



r n ^ 2 ? r n /2 

Integrates J sin“” + x dx = j cos ” + xd: 

de Wallis • 0 0 

_ 2,4,6 ... (2 n) 

~ 3.5.7 ... (2 n+ 1) 



; n = 1,2, 3, ... 



P p T -,-pJk 2 

sin xcos x dx = 2 — 



r £ + 1 

V2 



0 si n 



cos mxcos nx dx = smmxsmnx &x = 1 ; m, n = 1, 2, 3, ... 

G - si ffi = « 



f ' . mKx . nKx . f ‘ mKx Mix . 

I sin sin dx = I cos cos dx 

J a a a a 



0 si n 



a si m = n 



m, n = 1, 2, 3, 



f + " . mKx nKx An 102 

sin cos dx = 0 ; m, n = 1 , 2, 3, ... 

•I a cl 



sin ax ■ sin bx . 1 . a + b 

dx = -In - 

x 1 a— b 



i> b> 0 . 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



f °° smaxsmbx . bn ... . , _ . 

dx = — , a condition que a> 0 . 

Ox 2 



sin ax cos bx 



nil si a> b> 0, 
dx = \ nl4 si a= b> 0, 
0 si b > a > 0 . 
n 



dx = s 



o x( 1 — la cosx + a ) 



dx = i 



2(1 -a) 
n 

ila(a- 1 ) 
a n n 



pour \a\ < 1 ; 
pour |d| > 1 . 



1 — or 



a\a - 1) 



pour a\ < 1 ; 

n = 0, 1,2,3, ... 
pour zz| > 1 . 



1 


f °° sinx _ f 


COS X j 

dx = 




\l \ 


J 

< 


0 Jx J 


o Jx 


4 


1 


f 


cost" dt= f 


sin/ dt = 


i 


f- 


l J ( 


) ( 


) 


2 





o 1 — la cosx + a 1 



Integrales 
de Fresnel 



r “ sin(zz — x) + costa — x) . r~ . 

— dx=Jlnsma. 

J 0 Jx 

»o . a 

f sinzzx , n 

dx= — ; a> 0,a>0. 

J 0 x 2a 

r ” tan ax . n 

ax = - ; a> 0. 

<L x . 2 

f °° sinzzx . n , , - ab . , . „ 

— dx = — -( 1 - e ); b>0,a>0. 

J 0 x(T + x") 2£“ 

f°°xsinrfx , 7t 

— - dx = -e ; a> 0, b>0. 

0 b + x 
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2.2 Integrates 



> -ax . 

e sinx . n 



, K „ ■ A f sinx n 

dx = arc tana ; si a = 0 : = - 

2 x 2 



1 ti /2 . a 
sin x 



r" 

dx = I 

* A 






a > -1 . 



J 

o 1 + COS X 



= nj2 . 



j" x P 'cosx dx = T(p)cos—^ ; j" x^ 'sinx dx = r(^>)sin-^ • 
J 0 2 J o 2 

(Si Ton fait = 1 / 2 , on retrouve les integrates de Fresnel). 



n, 1 JC 

cosx dx=-l I - cos — 
n \w in 



; j" sinx” dx = -rf-1 sin — , n> 1 
n 2 n 



cosrx d r=5 e -W. 



e a% dx = 1 - ; a > 0 . 

2 a / a 



b~ lx _ Jjl^- 2 ab ; a>Q b > Q 

2 a 



3 —ax —bx 
e — e 



dx = In - ) ; a > 0 , b > 0 . 



x ^ _ n_ 



'0 e + 1 



2 n -ax 2 , _ 1 . 3.5 ... ( 2 n — 1 ) Ik 



~n+ 1 n 

2 a 



- ; a> 0 , n = 0 , 1 , 2 , 3 , . 
a 
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2.2 Integrals 



2 n+ 1 -ax , n ! „ „ 0,^,0 

x e ax = a> 0, n = 0, 1, 2, o, 

~ n+ 1 

2 a 



+°° , 2 



—(ax + 2 bx + c ) 



dx = /-e 
a 



'71 (£ -ac)/a 



a> 0 . 



f + °° -** 2 L a ft ~ i,2/4a ^ n 

J e cos£xdx = ; a>0. 

f + -ax 2 . / , £ In -b 2 /A a 

e x sin — /-e ; <z>(J. 



2 ^a/ 



i 



n ax . Tl\ 

x e dx = 



- ; <2 > 0 , » = 0 , 1 , 2 , 3 , . 



J e 7A cosrydr=J e ^cos tx dt = — ^ x> 0, jy>0. 

£ + y 



0 



0 



J. 



xe dx= — -d ; a> — 1, b> 0. 

,a+ 1 

0 b 



^(a + 1 ) 



a —bx 



dx = 



2 b' 



(a+ l)/2 



; > — 1, b > 0 . 



1 



-x , F( 1 Id) 
e dx = ; a> 0. 

a 



iNTfiGRALES DfiFINIES DE FONCTIONS LOGARITHMIQUES. 

r 71 r 71 

ln(cosx)dx = ln( sinx) dx = — 7tln2 . 

J 0 J 0 

. 71 ^2 

I x ln(sinx) dx = — ln2 . 

J 0 2 

r 71 2 r 

ln( l+2a cosx+ a ) dx= < 

J o l 



0 pour a\ < I 

2k I n |a| pour \a\ > 1 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



■ Calcul des integrates definies au moyen de la transformation 
de Laplace 

Soit F image de/(r) ou de hit). 

Integrates de la forme \ hit) dr. 



On 



utilise la relation J hit) dr = |-F(y>)|^ . 



Integrates de la forme f — — • On a f — — At = f F(p) d p 

J 0 t J 0 * J o 

.. . r °° sin or , r 

Exemple : J dr = J 



2 2 

0 p + CO 



dp = 



arc tan- 1 



- 5 
0 _ 2 ' 



de la forme t" hi t) . - On a f t" hi t) dt= (— 1 ) ” + 1 

" A 



d F 



j n 

dp 



= 3_! 

4 ' 

o a 



Exemple : ^ fV“'dr=(-l) 4 jfff) 

Integrates de la forme e a ‘ hi t) . 

f e at hit) dr = \Flp + a)|^ . 

J 0 

f — oc t 

Exemple : e / ( r) dr, n quelconque. 



n\ 0 



\Flp+ a) 



0 _ \[^llp + af+ l-{p + a)] _ (Va"+ l-a) 

oo 7oc 2 + 1 



■k 



llp + af + 1 |~ 

Si Ton fait a = 0, on retrouve J" J ft) = 1 > quel que soit n. 



■ Calcul des integrates definies au moyen de la transformation de Mellin 

(Voir definition de la transformation de Mellin, p. 180.) 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



■ Calcul des integrals definies par la methode des residus 

Rappel de notions relatives aux fonctions d'une variable complexe. 



Une fonction complexe F = f(z) peut se mettre sous la forme F = P(x, y ) + 
iQ(x, y). Pour que .Fsoit holomorphe sur O , un ouvert de l’ensemble des 
complexes, c’est-a-dire derivable en tout point de O a derivee continue, il 
faut et il suffit que les conditions suivantes soient verifiees : 



(Conditions de Cauchy) 
ce qui implique 


dP 

dy 


= _32 

dx 


et 


dg 

dy 


_ _dp 

dx 




d 2 P _ a 2 Q 


et 




d 2 P 


soit 


d lQ + 


d 2 q 


dy dx d / 


dy 2 


dxdy 


dx 2 


dy 2 



De meme pour P. Dans ce cas, on dit que la fonction .Fest analytique. 
Fonction continue. — Meme definition que pour les fonctions de variable reelle. 
Fonction uniforme, qui n'a qu'une seule determination pour une valeur de z. 

THfiORfiME DE CAUCHY. — L'integrale | f(z) dz prise le long d un contour 

Ca l'interieur duquel/est holomorphe, est identiquement nulle. 



Formule de Cauchy, x etant un point interieur d'un contour C ferme dans 
lequel/est holomorphe, on a 



^ x) = 2 k\ 



f(z ) 
(z-x) 



dz. 



En derivant n fois par rapport a x, on a 

1 . 



A»), , 

I ( a -) 



2i7t 



f(z) 

c(z— x) 



n+ 1 



-dz. 



Formules de Taylor et de Mac-Laurin. — Memes formules que pour les fonc- 
tions de variables reelles dans tout disque de centre a a condition que la fonc- 
tion soit holomorphe dans ce disque et sur sa frontiere. 



THfiOREME ET SERIE DE LAURENT : 



Une fonction f holomorphe dans une couronne circulaire privee de sa fron- 
tiere et de son centre, est a l'interieur de cette couronne developpable en serie 
de puissances positives et negatives de (z— a). 

B B B 

f{z) = Aq + A fz — d) + ^(z— a)- + ... H — 1 — — - + ... H — h ... 

z ~ a (z- a) 2 ( z- a) n 
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2 • Analyse 



2.2 Integrates 



Points singulars. 

Soit /une fonction holomorphe sur un domaine Q du plan complexe limite 
par une courbe simple F , sauf eventuellement en un nombre fini de points 
Zj , ••• , z^y . Ces points sont appeles points singuliers. On distingue diffe- 
rents types de points singuliers : 

— Point singulier artificiel : tel que fse prolonge par continuite en ce point. 

— Pole : c’est un point singulier z 0 pour lequel le developpement de/en serie 
de Laurent est du type : 



C -N . C -7V+1 

(z-ZqJ^ (z-Zo )^ -1 



+ ... + c 0 + c 1 (z-z 0 ) + ..., 



avec Rentier fini non nul et c_pf ^ 0 . 

— Point singulier essentiel : ce sont les autres points. En particulier, leur deve- 
loppement en serie de Laurent possede un nombre infini de termes d’indices 
negatifs. 1 

On appelle residu de la fonction, au point a, le terme B\ , coefficient de 

du developpement en serie de Laurent. z a 

Theoreme des residus. — a etant un pole ou un point essentiel l'integrale 

J /O) dz 

C 

prise le long d'un cercle tres petit entourant a est egale a 2ijt5j , soit 
J /(z) dz = 2ijt5j . 

c 

S'il y a plusieurs poles 



J /(z) dz = 2i7t(5j + B 2 + ... + BJ , B v B 2 , B n 

C 

etant ici les residus afferents aux differents poles. 



CALCUL DES RfiSIDUS : 



a) Pole simple : a) si f(z) peut se mettre sous la forme /(z) 

ona B, = Si£l- 
1 u 



gill , 

(z- a) h{z) 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



(3) Si on ne peut pas mettre /(z) sous la forme precedente, on ecrit 

(regie de 



/(z) = ^-7 » l(z) ayant a comme racine simple : B j = 



l{z) 

l'Hospital appliquee a — — )_ 
/(z) 

b) Pole multiple : /(z) = ' 

- 1 

1 d-"“‘ 



l\d) 



d ‘ 1 \ fpz)(z- a)" 

Z- -L /(z) 

1 



Jpour 2: = a 



= —[(z-a) /(z)]pourz= a- 

dz" 



Done l'integrale J f(z) dz a l'interieur du domaine delimite par la courbe 

c 

Cest egale a 2 i 7 t(f?j + ... + B n ) si la fonction f(z) est holomorphe dans ce 
domaine sauf bien entendu aux poles ou points essentiels dont les residus 
sont B v B 2 , B n . 

Si la fonction est multiforme, on determine une zone fermee en entourant les 
points de ramification de petits cercles que I on raccorde a la zone generale 
par des lacets et on integre le long de la courbe ainsi formee qui delimite un 
domaine dans lequel la fonction est holomorphe. 

Cette integration est facilitee par les 2 theoremes suivants : 

Theoreme A. — Soit /une fonction continue dans le voisinage du point a, 
sauf au point a lui-meme et telle que |(z — a)f(z) \ tende vers 0 avec z— <?| . 

L'integrale /(z) dz prise le long d'une circonference y de centre a et de 
rayon p, tend vers 0 avec p. 

Theoreme B. — Soit /une fonction continue a l'exterieur d'un cercle T de 
centre a et telle que |(z— a)f(z)\ ^0 quand |z— d\ croit indefiniment. 
L'integrale / (z) dz prise le long d'une circonference C de centre a et de 
rayon R, — » 0 avec 1/7?, e'est-a-dire quand R—> °° . 
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2 • Analyse 



2.2 Integrates 



Exemples de calcul dune integrate definie par la methode des residus. 

I. Fonction uniforme. Soit f{z) = z^ ^ e z , p constante reelle telle que 0 < p < 1 ; 
f(z) holomorphe dans le domaine a ABffQ. Integrons le long de la courbe C. 

1 ° Segment O.A : 

j" f(z) dz = I" x ? 'e v dx = T {p) . 
i a A J 0 

2° Cercle AB : 

[ z P *e z dz. 

0 or a j ab 

L'imaginaire sous le signe J a pour module Rf *e Rcos 6 quand z parcourt 

le quart de cercle AB. II est facile de voir que cette expression — > 0 quand 
R—> °° . L'integrale tend done vers 0. 

3° Integrate 5(3 ; z = pe 9 , 9 = ^ • 




p- 1 

• 7 * 



-z 

e 



p- 1 (/> — 1 ) i0 p- if / , x 7l • • / 1X 71 

= 9 z = 9 cos(p- 1 )- + I S i n ( /> — 1 )- 



= 1 sin-^ - i cos^ 



= exp 



i 71 . • • 71 
— p cos - + i sin — 
1 2 2 



= e = cos p — i sin p , 



dz = i dp . 

L'integrale est done le long de 5(3 : 

j" f{z) dz = f p R 'fsin-^ - i cos-^j ( cosp - i sinp )i dp 
J sp J V 2 2 J 

= ^cos-^ + i sin^j J" p^~ ^cosp - i sinp)dp . 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



Alalimite: f = — f cos^ + i sin-^5 J f C osp - i sinp )dp . 

J fi|3 v 2 2 ^ J q 

4° Integrale le long de [3a. 

| zf{z)\ = f/'e 1 c ° s ^ > 0 quand r— >0. 

Posons 

U(p) = f p ^ ‘cosp dp et V(p) = i p ^ ‘sinp dp . 

J 0 J 0 

On a done (theoreme de Cauchy) : 

F(/>) = (cos-^ + i sin-^J ( U- i V) . 

En developpant : 

r(z>) = U cos^— + Ui sinA5_i Ycos^ + V sin^ , 
r 2 2 2 2 

ce qui donne 2 equations : 

' Ucos^+ Vsm^ = r(z.), 

2 2 r 

U sin^ - V cos^ = 0. 

I 2 2 



D’ou U = T(y>) cos^ et V = r(y>) sin^ ce qui donne les 2 integrales : 

f xf ‘cosx dx = r(y>) cos-^— et j" x ? ‘sinx dx=r(/>) sin^ • 
J 0 2 J 0 2 

Si Ton fait p = 1/2, on retrouve les integrales de Fresnel. On en tire egalement : 









dx. 



A/n et dx=-A 1/B )-‘. 
n 



Posons x n = t ; x = t 1 

I = - [ ^(!/«)- ^cost dt= i = -rf-lcos— , n> 1 

n n J A V»/ V??/ 2 ^ 



1 si 



sinx” dx = -rf- ] sin 



2n 
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2.2 Integrals 



II. Fonction multiforme. 
Soit : / = 

J o 1 



+ .v 



J z ( z _ 1 ) 

Posons f(z) = — , fonction multiforme ayant des points de bran- 

z + 1 

chement pour z = 0 et z = 1 et un pole simple pour z = - 1 . 

Soit z = p e 10 et z- 1 = p ( e 101 . 

Si C est un cercle de centre O et de rayon 
R> 1, f(z) est uniforme dans le domaine 
compris entre C et le lacet (0, 1) avec un 
pole simple en z = - 1 . 




/(*) = 



Jpfl 



3 i(6 + e,)/2 



1 + z 



Soit R_ j le residu au point - 1. 

Les integrales prises le long des petits cercles 
0 et 1 sont nulles. On a done 

J f(z) dz— J -J = 2inR . 



Calculons ces diverses integrales 

1° Le long de m n : p = x, Pj = 1 — x, 0 = 0, 0j = — K , 

r , . Jx( I — x) -iit/2 . fx{ 1 — x) 

f (z) = — : e = -l — : • 

1 + x 1 + x 



Done 



: J /(z)dz=-i/. 



2° Le long de nm :p = x, pj = l— x, 0 = 0, 0j=7t. 



r, , _ Jx( 1 - x) in!2 _ i Jx( 1 - x) 
1 + x 1 + .v 
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2 • Analyse 



2.2 Integrals 



3° Le long de C de rayon R. 



/M-ifr ' 1 - 1 



1/2 



Developpons en serie si | z| > 1 : 



* = + 



1 + z 



Z z 2 



1 - 



1/2 



= ±1 1 - — - 

2z 8Z 2 



/(*) = + 

z 2 2z 8Z 2 



Pour determiner le signe, cherchons la valeur de l'integrale au point A 
p = # Pl = R- 1 ; 0 = 0, 0 t = 0. 

f(z)= — ~~~ 7 ~ — > 1 quand R—>°°. 

1 + R 



Done signe +. 



f{z) = 1-f + 6(3 » = 2,3,... 

2z 



Integrons le long de C : 






, 2n 



1 ° 



2 ° 



J dz = J ip e 10 d9 = p |e l6 |o = p(e 17t - 1) = 0 . 



dz r 71 i P e‘ e d6 



1 

\n -n 



10 

p e d6 



271 

i I d0 = 2i TC 



0 pe 
27C. id 



„ 2 2i6 

0 p e 



‘J, 

‘I. 



0 

2k 



de 



10 



0 quand p — > °° . 



ope 



done J f(z ) dz = -3 in . 



II en resulte : - 3 iTC + 2 i/= 2 ijt/? 



-1 
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Calculons R_i • C est, pour z = - 1, la valeur de Jz(z- 1 ) . 

p = -1, 0 = -71, 0 1 = -71 . 

Done /?_, = 7(-l)(-2)e“ i7t = -72 . 
en definitive : - 3 7t + 21 — -2nj2 ; 

21 = 3n-2nj2 et /=5(3-272). 

Nous donnons ci-dessous, a titre de controle et de comparaison, le calcul 




(B, integrate eulerienne de premiere espece) . 



Calcul de /, = T dx . 

1 J q x + 1 

L'integrale / = [ /“ '( 1 - x)~ p -^~ = , 0</><l. 

° J Q x + a avi + aJ smpiz r 



Faisons a = 1, p = 1/2. 



U = - n = 



/= 2^fi -V — 



/A /A f i 

2r ri: r-r- 



r(D r(2) j ~ 2 

= 27C--7C-— = —~nj2 = -(3-272) . 
2 72 2 * 2 V 
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2 • Analyse 



III. Fonctions comportant un logarithme sous le signe J . 

Cas des integrales de la forme F(x)lnra dx, oil Fest une fonction ration- 

J 0 

nelle sans pole sur le demi-axe reel (0, °°) . 

Considerons la fonction F[z) (In z) 2 et inte- 
grons le long d'un cercle de centre O avec un 
lacet le long de l'axe des x et entourant 
l'origine. Les integrales le long des courbes yi 

et Vi — * 0 • Restent done les integrales le long 
du lacet. 

Quand l'argument de ztourne de 2 n (de A a B 
dans le sens de la fleche) In z devient In z + 2 in : 

( lne 10 + " 17C = lne 10 + lne“ 1,r = lnz+ 2i7t). 

L'integrale le long du lacet donne : 

f F{x)( lnx) 2 Ax — f F(x)( Inx+ 2ijt)" dx 

J 0 J 0 

= 2i7t^Residus de F( z) ( lnz) 2 . 





J F( lnx) 2 -J F[F(lnx) 2 + (2m)~ + 4m lnx] dx = 2irc^ Residus. 



-(2m) 2 J 



^dAT— 4i7t | Fin x dx = 2ijt^ Residus 



iTC J" F(x) dx = J Flnxdx = — ^ ^ Residus F[z ) (In z) 2 . 

Si Fest une fonction reelle de la variable x, J F(x) dx et J F(x)lnx dx 
sont des fonctions reelles et Ton a : J 0 J 0 

J F(x)lnxdx= Partie reelle de — residus de F(z)( lnz) 2 
J F(x) dx = Partie imaginaire de — — ^ residus de F(z)( lnz)" . 
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2.2 Integrals 



Exemple : Calculer J 



Le pole de 



( 1 nz) 

(1 +*Y 



' \nx 


dx 


0(1 + 


x) 3 


est z = - 


- 1 . 


: t~ 1. 




[ln(t— 


1)] 



f dans le developpement de [In ( t — l)] 2 . 

ln(f— 1) = In [ — 1(1 — 0] = ln(— 1) + ln(l — t) 

,2 

= in + ln( 1 — t) = in - t- — ■ 



[ In ( Z" — 1 )j = 



J2 



i n-t . 

2 



Le coefficient de Z 2 est 1 - in dont la partie reelle est 1 . 

Done : 

f lnx d.v _ _1 
0 (1 +x) 3 2 

Cas oil la fonction F{x) a un pole au point x = 1 . 

Dans ce cas, le circuit d'integration a la forme 
\ ci-contre et presente en plus du lacet 0 °° , 

0 \ une petite demi-circonference au point x= 1. 

On demontre que dans ce cas on a 



F(x) \nxdx 

J 0 

= 7t"Re[Residu F] x _ j - ^Re ^ Residu/^ 

fe tant la fonction F(z) (In z) 2 oil la sommation est etendue a tous les poles de 
L’autres que 1 et oil Re signifie partie reelle. 
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2.2 Integrates 



Exemple : J 



2 , 
0 x - 1 



Residu de — — — au point x = 1 = — - — 
x 2 -l * +1 

Residu de -- - -- - pour z=— 1. 

z— 1 

Denominateur = — 2. 

Numerateur (In - 1) = ijt(ln - l) 2 = - n 2 . 

-n 2 _ n 2 . 



pour x= 1, = - ■ 



Residu = — = — ; --Re = 

-2 2 2 4 



, „ _2 _2 _2 
rx ^ _ Jt 7t_ _ 7t_ 



'0 x — 1 



2 4 4 



Integrates elliptiques 



. b 

sont des integrates de la forme JP(x) dx , dans lesquelles P est un 



polynome du quatrieme degre au plus. 
Elies se ramenent toutes a 3 types : 

Integrate de premiere espece 



: , avec 0 < k < 1 ; 



0 J(l-t 2 )(l-k 2 t 2 ) 
et, en posant t= sin 0 : 



0 J 1 - £ 2 sin 2 0 



Integrate de deuxieme espece : 



f l ffS fo _ f ^ Ji _ £ 2 sin 2 6 d6 . 

U l- ( 2 J 0 



107 
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2.2 Integrates 



Integrate de troisieme espece : 
dt 






d0 



0 (1 + nt 2 )h-t 2 ){\-k 2 t 2 ) 



( 1 + n sin 0 ) l — k sin 0) 



2.2.5 Calcul approche des integrates definies 

\ , f b / 

On cherche a calculer F integrate /( x) dx de fajon approchee, /etant 

reguliere sur \a,b\ . On appelle M i le maximum sur [a,b\ de f ^ la 
derivee z' eme de f. On choisit une subdivision x 0 = a , x±, ... , x n = b de 
Fintervalle \a,b ] . 

A) Methode des rectangles. — Elle consiste a approcher la fonction f par une 
constante sur tout intervalle {x i_\,Xj.) . Cette constante peut etre 
Cj=f(, x i- j) (methode des rectangles a gauche), //=/(*,•) (methode a 
droite) ou j (methode du point milieu). La formule de 

quadrature composee s’ecrit : 

f ^ 

I /(*) dx = ( X[ - x 0 )Ci +(x 2 -x 1 )£ 2 +---+ (x„ - x„_i)f n + R. 

* a 



Dans le cas ou le pas Xj — x 2 _\ est choisi constant egal a h , on sait que : 

— | R | < M^{b— a)hl2 pour la methode des rectangles a gauche et a droite. 

— | R | < M 2 (b — a)h 2 l 24 , pour la methode du point milieu. 

B) Methode des trapezes. — Elle consiste a approximer la courbe de /par des 
morceaux de droites sur tout intervalle (*y_ i,*y) . On pose / = — X;_i , le 

pas variable a priori. La formule dans le cas general est : 

Jj f{x) dx = ^j/(x 0 ) + hjixff) + 1 2 2 f{ X \) + ... 



, h n-l + h n r( , , „ 

+ 2 f^ X n- 1 ) + R ’ 

et | R | S M 2 (b — a)h 2 !\2 dans le cas ou le pas est constant egal a h. 
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C) Methode de Simpson. — On approxime sur (x;_i,x;) la courbe de/par 
des morceaux de paraboles d’axes paralleles a ( Oy ) , ayant memes ordonnees 

aux points d’ abscisses x ; _i , et x ; ■ On obtient done : 



j" f(x) dx 

* X ■ , 



1 



f( x i- 1) + 4/1 



+ /M • 



Dans le cas ou le pas est constant egal a h, cette formule devient : 

J f{x) dx = |[/(* 0 ) + /(*„) + 2 f{x x ) + ... +f(x j _ j) 



avec | R \ <M 4 h 4 (b-a)l 2880. 



Methode du trapeze corrigee. — On approxime sur la fonction/par 

un polynome de degre inferieur ou egal a 3 tel que = fixj_ j) , 

^K-l) = /'(*„- 1)> = /(*,•) et = /(*;)• ° n obtient 

dans le cas d’un pas constant h : 

j^/M dx = ^(/( V + ••• +/(*«- l) + |A*o +/(*«))) 

,2 

+ ^ + (/»"/ (*)) + *> 



avec | A 1 | < M 4 h 4 (b- a)/720 ■ 

Methodes de Gauss. — L’idee consiste a remplacer, comme pour les methodes 

»• / r * 

des rectangles, des trapezes et de Simpson, 1’integrale I fix) dx par une 

expression de la forme Ai§fixf) + ... J rA ll f{xf) ou les coefficients Aj sont 

independants de/et les x i , n points de [a,b] , tous choisis de telle sorte que 
Ton obtienne des formules d’integration exactes pour des polynomes de 
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degre inferieur ou egal a 2n + l . De plus, ces methodes permettent de 
calculer des integrates ou la fonction /cievient infinie en certains points, par 

i -i 

re , . i// *i/i 

exemple I — — dx. C’est pourquoi on va plus generalement considerer le 
J 0 Jx 

C b 

calcul d’integrales du type f{x)w{x) dx, ou w est une fonction poids 

•I a 

qui, dans la pratique, contiendra la singularite. 

Ces methodes utilisent des families de polynomes presentees dans le chapitre 
« Fonctions diverses » : les polynomes de Legendre ou les polynomes de 
Tchebycheff. Pour cette raison, il sera, dans la pratique, interessant de 
toujours nous ramener a l’intervalle d’integration (—1,1) , a l’aide du change- 
ment de variable : 

b+ a b — a 

x = 1 1. 

2 2 

Ainsi, j" f (x)w{ x) dx = - — - f f(x(t))w(x(t)) dr. 

■ a 2 

Principe de la methode : une fois les n points x 0 , . . . , x„ choisis, on ecrit : 

[ fix) w(x) dx ~ A 0 /(x 0 ) w(x 0 ) + A n f{x n ) w{x n ) , 

-1 

avec Ay = / ; (x) w(x) dx et ou /y(x) designe le produit des termes 

■'-1 

X — Xj 

— , lorsquey parcourt tous les entiers entre 0 et n, excepte i. 

Xj-Xj 

En ce qui concerne le choix des points, on peut faire appel a l’une ou l’autre 
des regies suivantes : 

- Methode de Legendre-Gauss : dans ce cas, w(x) = 1 sur [— 1,1] . Les X; sont 
les zeros des polynomes de Legendre. Le tableau ci-dessous donne les valeurs 
numeriques des poids A i jusqu’a = 4 . La quatrieme colonne fournit une 
majoration de l’erreur commise dans l’approximation. 
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N 


Racines x,- 


Poids Aj 


Erreur 


1 


±0.5773502691 


1 


M 4 /135 


2 


0 


0.8888888888 


M 6 /1 5750 




±0.7745966692 


0.5555555555 


3 


±0.3399810435 


0.6521451548 


M 8 /3472875 




±0.8611363115 


0.3478548451 




0 


0.5688888888 




4 


±0.5384693101 


0.4786286704 


M 10 /1 237732650 




±0.9061798459 


0.2369268850 





- Methode de Gauss-Tchebycheff : dans ce cas, w{x) = 
Xj sont les zeros des polynomes de Tchebycheff 



. 1 sur (—1,1) . Les 

41-x 1 

r (2 i+ 1)7L | 
- 2 («+ 1)2 ’ 



pour i = n , et tous les coefficients Aj sont egaux et valent • 

n + 1 

II existe d’autres choix de poids wet de points Xj , obtenus de la meme fajon que 
precedemment, a l’aide des polynomes de Laguerre ou Hermite par exemple. 



2.2.6 Integrates doubles et triples 

iNTfiGRALES DOUBLES. 

Definition. — Analogue a celle des integrates simples. 

Soit (D) un domaine plan borne, quarrable et une fonction (x, y) —>f(x, y) 
bornee dans ce domaine. Subdivisons D en n domaines partiels quarrables _D ; - ; 
soit CO ■ l'aire de Dj et Mj , nij les bornes superieure et inferieure d e f(x, y) 
dans Dj. 

A chaque subdivision correspondent les sommes : 

n n 

S = ^ CO M. et S = 'S' CO jin ■. 

n /. i i n /. i i 

1 1 
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Les sommes S n ont une borne inferieure /, les sommes s n une borne supe- 
rieure I . On dit que f f h-» est integrable dans ( D ) si / = / lorsque le 
nombre des domaines partiels croit indefiniment de fa£on que chacun d'eux 
tende vers 0 dans'toutes ses dimensions. On ecrit : 



/ = 



ff f(x,y)dtdy. 

JJ D 



Calcul des integrates doubles. 



Dans le cas ou la courbe entourant le 
domaine est rencontree en 2 points seule- 
ment par route parallele a Ox, et a Oy on a : 

x B y 2 (x ) 

/=( dx J f(x,y) d y. 



y i(*) 




r x 2 O') 

/ = djM f(x,y) dx. 

J ?c (f) 

Si le domaine a une forme plus compli- 

quee, on le partage en domaines partiels de fajon que la condition enoncee 
ci-dessus soit remplie. 

Dans le cas ou f(x, y) = cp(x)\|/(j/) et que le domaine est un rectangle de 
cotes paralleles aux axes, on a 

f C f * 2 f ^ 2 f ^ 2 

f{x, y) dx d y = I cp(x) dx I (p(x) dx \|/(j) d y. 

11 R J x, J y, J y, 

iNTfiGRALES TRIPLES. 

Definition. — Analogue a celle des integrates doubles. 

/ = J J J f(x,y, z) dxdydz. 



On a 



I = 



z 2 (x, y) 

= III dxdj/ fix, y, z ) dz 



= J dz J J fix, y, z) dx dy. 
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<7 est le contour apparent du domaine CO sur xoy ; z ^ et zg sont les cotes 
extremes du domaine ; <J Z est l'aire decoupee par le plan de cote z. 

CHANGEMENT DE VARIABLES DANS LES INTfiGRALES MULTIPLES. 



Si on a x = f(u, v ; ui), y = g( u , v, w), z= h(u , v, w), on a : 




F (x, y, z) dx d y d z 



JJJ F\f(u, v, w), g(«, v, w), g{ u, v, w )] X 



D( f, Sl m 

D(u, v, w ) 



d u d v d iv . 



D (.f’& = j = 

D(u, v, w) 



V V df 

du dv d w 
dg dg dg 
du dv dw 



dh dh dh 

du dv dw 



etant le determinant fonctionnel ou jacobien de la transformation, et CO le 
domaine correspondant a CO dans l'espace des a, v, w, a condition que les 
fonctions f,g,h admettent des derivees partielles continues sur CO ; c’est-a-dire 
soient de classe C 1 , que, en notant F = (f, g, h), F: CO i— > CO soit objective et 
que son application reciproque F~ l soit elle aussi de classe C 1 sur CO. 



2.3 Equations differentielles 



Definition. — Relation entre une variable x, une fonction y de x et ses derivees 

dj/ 



d y d ~ y 

dx ’ d/ 



dx n 



soit : 



/ 



d y d 2 y d "y 

x,y, j , — f, ••• > — • 

dx 2 dx » 



= 0. 



Ordre. — Elle est d'ordre n si n est l’ordre maximal des derivees quelle 
renferme. 
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Theoreme general sur les equations lineaires d'ordre quelconque. 

Une equation differentielle lineaire est une equation de la forme 

yi n ) +y (n-\)p^x) + ... + p n _ l (x)y' + p n (x)y = q(x) . 

c'est-a-dire dans laquelle les differentes derivees de y figurent au premier 
degre et ne se multiplient pas entre elles. q est le second nombre de cette 
equation. 

Le theoreme general est le suivant : 

1° Equations sans second membre (c'est-a-dire dans laquelle q = 0). On dit 
dans ce cas que l’equation differentielle est homogene. - Si Ton connait n 
solutions particulieres independantes y 0 , y\, ..., y n de l'equation sans second 
membre, la solution generale de cette equation est 



y - Q)7o + Q J\ + — + C n y„; 



Q, C 2 , C n etant des constantes arbitraires quelconques. 

2° Equations avec second membre. - Si l'on connait une solution particuliere 
y’ de l'equation avec second membre, la solution generale de cette equation 
avec second membre est Y= y + y' y etant la solution generale de l'equation 
sans second membre. 

Notons qu’il est toujours possible de ramener toute equation differentielle a 
une equation differentielle du premier ordre. En effet, posons : 

Y = \y,y',...,y" 1 ] / . Alors, l’equation differentielle lineaire precedente avec 

second membre se reecrit — Y = A(x)Y + P(x) , avec 
dx 





f 0 1 


0 'i 




~ 0 " 


A(x) = 


0 


0 1 


et P{x) = 


0 




lp n (x) ... 


... p x {x)j 




_q{x)_ 
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2.3.1 Equations differentielles du premier ordre 

A) Equations dont les variables se separent : 



d y _ 



dx 



= /0>j)> avec /(*) = <p(*)v(j) > 



= et r_dj L= f-^L+C. 

vOO <pW j <pOO j <p(*) 

B) Equations homogenes ; de la forme = f\ ■ 

dx W 



On pose y = ux. D'ou 



. dy , d u 

ll — = u + x — 



dx 



dx 
d u 



du r, \ 

u + x — ■ = j ( u) . 



+ C. 



Les variables se separent et : 

r dx _ f 

J X J f{u) — u 

Equations de la forme ^ = f( f * + b X + c 1 . 

dx \ax+by+cJ 

On pose x = X + a et y = Y + (3, et on determine a et (3 de fajon que les 
termes constants du numerateur et du denominateur soient nuls. On est 
alors ramene a : 

dE r ( aX+bY\ . , 

d^ = Ati^Ty) ’ equatlon hom °s ene - 

II faut ab' — baA 0 . 

Si ab' - ba' = 0 , on pose — f =X = j- . On a : 
a b 



= f 
dx 



X (a'x + b'y) + c 
a'x+ b'y+ c' J 



On pose a'x+ b'y = z 



a'dx+ b’dy = d z, 
j / ,, r (Xz+c\ 

■~a = b f{——') ’ 

c Vz+ c j 

equation a variables qui se separent. 



dz 

dx 
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C) Equations lineaires du premier ordre : equations du premier degre par 
d y 

dx dx 



rapport a yet . Forme y^ + yf{x) = cp(x) , 



1° Equation sans second membre : y^ + yf(x) = 0 . 

dx 

Elle est a variables separees : = -f (x) . 

y 

\ny = — F(x) + C, y = C e 
2° Equations avec second membre : 



-F(x) 



dy 

dx 



+ yf(x ) = (p(x). 



On commence a resoudre l'equation sans second membre : 
T ~ + yf( x ) = soit y = Ce 



et on considere C comme une fonction de x (methode de la variation des 
constantes) : 

il = -C 

dx dx 



Portons dans l'equation 



Les variables se separent : 

F( X ) 



d C ~-F(x) 
dx 



e ' ' = cp(x) . 



e^ A) cp(x) dx+ C. 



C = J e^ < A) cp( x) dx et y = e Fx) ■ J 
D) Equationss se ramenant aux equations lineaires du premier ordre. 

1° Equation de Bernoulli. De la forme — + yf{x) = y"ty(x) . 

dx 

On se ramene a une equation lineaire : 
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On pose — - — = z. 

f ' 1 

dz = — — — -d y et — + zf(x) = (p(x) 

n— 1 dx 

equation lineaire. 

2° Equation de Lagrange : y = xf (y') + (p(jz') . 

On pose y = p — , d’ou j y = xf { p ) + (p(/) . (1) 

dx 

Differentions : 

d y = f(p)dx+xf {p) dp + tp' (p)dp 

= f(p)dx+ dp[xf (p) + (p (/>)J avec dy = pdx; 

&x[f(p) ~{p)\ + dp[xf\p) + cp' (/>)] = 0 (2) 

equation lineaire si Ton considere x comme la fonction et p comme la 
variable. On resout en x = \| f(p, c ) , et Ton elimine p entre (1) et (2). 

3° Equation de Clairaut (cas particulier du precedent) 

y = xy'+ cp (y') . Mememethode. 

On a[x+tp(y>)]d/> = 0. 

Solutions : dp = 0 et x + cp (p) =0, 

p = y = Cte et y = Cx + cp( C) . 

E) Equations lineaires du premier ordre a coefficients constants. 

a) Sans second membre 

7 l+ py = °- 

ax 

Solution generate : y = C e avec C, une constante reelle. 

b) Solution particuliere de l'equation avec second membre. 
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a) Si le second membre est de la forme P e ax , P etant un polynome entier 
en x et a une constante, une solution particuliere est de la forme x*Q • e ax , 
Q etant un polynome de meme degre que P et k = 0 ou 1 suivant que OC n'est 
pas ou est racine de l'equation caracteristique u + p = 0. 

On calcule les constantes par identification. 

|3) Si le second membre est de la forme R cos Px + S sin Px, Ret S etant des 
polynomes en x et P une constante, une solution particuliere est de la forme 
T cos p.x + U sin Px, T et U etant des polynomes de degres egaux au plus 
eleve des degres de R et S. 

y) Si le second membre est de la forme 

Pe ax +Y J 

une solution particuliere est de la forme : 

e + Z 

avec les memes conditions que precedemment et W polynome de meme 
degre que V, y = 0 ou 1 suivant que 0 n'est pas racine ou est racine de l'equa- 
tion caracteristique. 



( T cosPx+ U sinPx) , 



2w+Y* k Q 



(R cosPx+ S sinPx) , 






2.3.2 Equations differentielles du deuxieme ordre 

A) Equations lineaires a coefficients constants. 

a) Equations sans second membre : 

d ~y d y 

+ ptx+qy=Q . 
ax 

Soit une solution de la forme y = e m , a etant une constante. 

On determine u par les racines de l'equation caracteristique : 

if + pu + q = 0. 

l er cas : racines reelles, p 1 - A q> 0. 



y = C | e + C 2 e ; C\, C 2 constantes arbitraires. 
et « 2 racines de l'equation caracteristique. 



2 e cas: p 2 - 4q = 0, y = e“(C| x + C 2 ) ; 

3 e cas : - 4 q < 0, y = e ax (C\ cos Px + C 2 sin Px) ; 
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avec a + |3 i = Up a - |3 i = « 2 • 



b) Equations avec second membre : 



d 2 y d y 

+ p - + qy = f {x) . 
ax 



Recherche d'une solution particuliere, 

r ax 

a) Si le second membre est de la forme P e , P etant un polynome en 
x, a une constante, une solution particuliere est de la forme : x Q_ e ax ; Q, 
polynome de meme degre que P. 

k = 0 si a n'est pas racine de ic + pu + q= 0. 
k = 1 si a est racine simple de z r + pu + q = 0. 
k = 2 si a est racine double de zr 2 + pu + q= 0. 

On calcule les coefficients par identification. 

(3) Si le second membre est de la forme R cos (3x + S sin (3x, Rex S etant des 
polynomes en x et |3 une constante, une solution particuliere est de la forme 

x { T cos(3x+ f/sin(3x), 



T et U etant des polynomes de degre au plus egal au plus eleve des degres de 
R et S, et k = 0 ou 1 suivant que [3z n'est pas ou est racine de 1' equation 
caracteristique. 

y) Cas general ou le second membre est de la forme : 

T r X ^ Tt 

f+yPe + 



J'jR cos(3x+ S sin(3x) . 



Une solution particuliere est de la forme : 



xW+Y/Q 



e ttJl + T c°s(3x+ U sin|3x) , 



avec les conditions ci-dessus. 

Les coefficients se calculent par identification. 

La solution generale est done y + y\, y etant la solution generale de l'equation 
sans second membre (calculee en a) et y\, une solution particuliere de l'equa- 
tion avec second membre. 

5) En utilisant la transformation de Laplace (voir ci-apres). 



d 2 y 

B) Equatio? 2 s de la forme — - 
dx 2 



= f(x) . 
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On resout par 2 integrations : 



£ = j" /(x)dx = F(x) + C 1 



y = j".F(x)dx + C^x + C 2 = ®(x) + CjX + C 2 ■ 



' . d y 

C) Equations de la forme — - = f(y). 

Ax 2 

On multiplie les 2 membres par 2 -j-^ : 

d* 



© 2 = 2 J f(y)*y+ q = 2 F{y) + Cj , 



dx = 



dy 



et x 



■I- 



dy 



J2 F(y) + C, J J2 F(y) + C, 

d^ 

D) Equations de la forme — ^ = /^x, . 



+ C 2 . 



On pose ^ = u, = — = /(x, «) : equation du premier ordre. 



dx’ dv 

tions algebriques et repondant aux conditions {dites de Fuchs). 

A 

p(x ) = — t a Q + OCjX + ... 

q{x) = — + - + |3 0 + PjX+ ... 

X 
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Ce genre d'equation s'integre par des developpements en series representant 
des fonctions particulieres dont les principals sont : 



Fonctions de Bessel 



2d y dy , 2 2. 

a: — - + x , + (x — n ) y = 0 . 
• 2 dx 
ax 



Polynomes de Legendre : (1 — — 2x~^ + n(n + l)y = 0. 

d 2 j 

Fonction hypergeometrique : (x 2 - x) — - + [ (1 + a+ p)x-y]-^+CxPjy = 0. 



d 2 rl 

Polynomes de Jacobi : (x 2 - x ) — - + [( 1 + p)x- q\-^ — n(p + ri)y = 0 . 

dx 2 

d 2 d 

Polynomes d'Hermite : — + 2a_y =0 a = Cte. 

dx 2 d - v 

d 2 rl 

Polynomes de Laguerre : x — -+ ( 1 — x) + 2y = 0 . 

dx 2 dx 

Polynomes de Gegenbauer : (1 - x")^-%— x(a + l)y^ + n(n + 2a)y = 0 . 

dx 2 dx 

Polynomes de Tchebytcheff : ( 1 - x 2 )^—^- x + n y - 0 • 

dx 2 dx 

(Voir au chapitre des fonctions particulieres, les proprietes de certaines de ces 
fonctions.) 

2.3.3 Integration des equations differentielles au moyen 
de la transformation de Laplace 

d d 2 

Principe. — On exprime x, -p, — ... en fonction des images de y. [Voir le 
dx dr 

tableau des transformees des expressions th{t), r h{t), h{t) , th (t) , t h (t) , 
... ] II en resulte une equation differentielle en p d'un ordre generalement 
inferieur. L'avantage de la methode est que les relations ci-dessus dependent 
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de _y(0), y' 0 , ce qui permet d'introduire immediatement des conditions que, 
par la methode generale, on est oblige d'utiliser pour calculer les constantes. 

d 3 d 

Exemple : — \ = sinx, avec j/(0 ) = 0, y'( 0) = 0, y”(0) = 0 . 

dx 



Posons ^ = 
dx 



d 2 u 

dx 2 



- + u = sinx. 



Soit F image de u. On a : 



Fp + F = 



1 



r + 1 



F = 



(/+ 1 ) 2 



u = -( sinr— t cos t) , 



et 



y - \ J" (sinf— t cos r) dr ; 



en tenant compte de _y(0) = 0 et en revenant a la variable x : 

, 1 ■ 

y = 1 — cosx— -x sinx. 

2.3.4 Systemes differentials lineaires 

On s’interesse au systeme (S)Y r = A(x)Y + P(x ) , ou Y est une application 
derivable d’un intervalle /a valeurs dans C w . ^4(x) est une matrice nXn et 
Pune application de / dans R” . 

DEFINITION. — Soient , ... , V n , n solutions de ( S ) . On appelle wronskien 
de Vj , . . . , V n , l’application Wkiefinie sur / par : W(x) = det(P[(x),. . V n (x)). 

Resolution de ( S ) . 

Supposons que Ton sache determiner n solutions , V n du systeme 

homogene associe a ( S ) , c’est-a-dire (H) V = A(x)Y. S’il existe x 0 e I tel 
que le wronskien de , ... , V n en ce point soit non nul, alors on peut en 
deduire que n . • • • » "Ki forme une base de solutions de (//) . 
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On peut alors adapter la methode de variation de la constante en cherchant 
les solutions de (5) sous la forme V = + . ,.+ A„V n , avec A„, 

n fonctions a valeurs reelles. Alors V est solution de ( S ) si, et seulement si 
V' = A(x)V , qui se reecrit, compte tenu du fait que V i est solution de 

(H) : A-j V 1 + ... + X V = P(x ) . Les V; etant independants, on obtient 

un systeme lineaire de Cramer d’inconnue Aj, X que Ton peut resoudre. 
II suffit d’integrer les solutions pour obtenir V . 

Cas oil A est constante. 

On cherche a resoudre le systeme homogene Y' = AY . A etant une matrice 
a coefficients dans R , elle est trigonalisable dans une base de vecteurs 
propres. II existe done une matrice P, inversible et une matrice triangulaire 

superieure T a coefficients dans C telles que A = P 1 TP . Le changement 
d’inconnue Z = [zj,. . ,,z n Y = PY nous conduit a resoudre le systeme diffe- 

rentiel Z' = TZ . On determine de prime abord z n qui est solution d’une 
equation differentielle lineaire a coefficients constants. En remontant les 
lignes du systeme, z n _\ est solution d’une equation differentielle faisant 
intervenir z n . En reinjectant l’expression de z n dans l’equation donnant 
z n _ i , on trouve z K _i , et ainsi de suite... On en deduit successivement 

l’expression de toutes les composantes de Z, puis Y, car Y = P ^Z . 

2.3.5 Methodes numeriques de resolution des equations 
differentielles 

Pre-requis : soit u = [«j,. . .,« ] un vecteur de M” . On definit la norme eucli- 
dienne du vecteur u par : ||«|| = +... + U% . 

Le probleme : on s’interesse a la resolution numerique d’equations differen- 
tielles s’ecrivant 



Jj'(x) =f(x,y(x)) xs (0, T) 

1/(0) = Jo- 
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2.3 Equations differentielles 



On a vu precedemment que toute equation differentielle peut se mettre sous 
cette forme, y est done une fonction definie sur [0,7’] et a valeurs dans R" , 
et f, une application definie sur [0,7’] X R” a valeurs dans R” . Pour mettre 
en oeuvre les methodes numeriques, on introduit une subdivision de l’inter- 
valle [0,7’] : 0 = x 0 < < . . . < x n = T . On pose h; = Xi + \~ x i et h, la 

valeur maximale des h t . On definit l’erreur de consistance, notee silon ^ , qui 

represente l’erreur que Ton fait au /' eme pas en rempla^ant Fequation diffe- 
rentielle par Fequation discretisee : 

£i = y{x M ) - y{x { ) - hif(xi , y(x { )). 

On dit qu’une methode numerique est consistante si la somme 

||fi|| + . . . + ||f B || tend vers 0 quand h tend vers 0. On dit qu’une methode 
numerique est d’ordre p si l’on peut montrer que cette somme est inferieure a 

Kh p , ou TFest une constante reelle strictement positive. 

Methodes d’Euler. 

La methode d’Euler explicite. — Elle s’ecrit : 

p+i = y, + h if( x i> y,)> i= °. - > 

Uo = io ■ 

Cette methode est d’ordre 1 . 

La methode d’Euler implicate. — Elle s’ecrit : 

p+1 = yi +h if( x i+l ’77+l)’ *'= -> n ~ l 

bo = y ' 0 . 

La determination de y i+1 necessite de resoudre un probleme. Cette methode 
est egalement d’ordre 1. 

Les 0- methodes . 

On choisit un reel 0 dans l’intervalle [0,1] . Ces methodes s’ecrivent : 

p +1 =Ji+ hj[Qf{x i+ i , y i+l ) + (l- 0 )/(x., 7 -)], i= 0, ..., n- 1 
bo = /o • 
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2.3 Equations differentielles 



Si 0 = 0, on retrouve la methode d’Euler explicite et si 0 = 1, on retrouve la 
methode d’Euler implicite. Si 0^1/2, cette methode est d’ordre 1. En 
revanche si 0 = 1/2 , elle devient d’ordre 2. Ce choix est souvent appele 
methode de Cmnk-Nicholson. 

Methodes de Runge-Kutta. 

Ces methodes reposent sur la mise sous forme integrate des equations diffe- 
rentielles et l’utilisation de methodes d’integration numerique plus ou moins 
precises. 

La methode de Runge-Kutta d’ordre 2. — Elle s’ecrit : 

J«+l = Vi + ^(*1 + *l)> * = 0- • - 1 

< *l =h i f{x i ,y i ) 

*2 =h i f(x i + h i ,y i + k{) 
jo = io 



La methode de Runge-Kutta d’ordre 4. — Elle s’ecrit : 

yj+\ = yi H — (k( + 2ki + 2k$ + k\), i = 0,...,n — l 
k[ = hjf(xi,yj) 



*2 = 4/ 



*3=4/ 



*«+ >J« + 

2 J 2 



ns 

Xi+—,Ji+ — 
2 2 



*2 = 4/(*»+i>J« + *3) 

.Jo = Jo • 



Methodes h pas multiples. 

Les methodes a s pas utilisent, pour calculer une valeur approchee y;+ \ de 
y(x{+ 1 ) , l’information obtenue aux points , ... , x i _ s . 
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La methode d’Adams-Bashforth h 4 pas. — Connaissant quatre valeurs appro- 
chees Jo , ■ • • > J 3 de y(x 0 ) , , j(x 3 ) , on passe a 1 ’iteration suivante grace a 

la formule : 

yi + 1 = yi + ^[55/(^-, j(*;)) - 59/(*;_i,j(x,-_i)) 

+ 37/U ; _ 2 ,j(x,-_ 2 ))- 9/(x,-_ 3 ,j(x ; _ 3 ))]. 

Cette methode est d’ordre 4, mais peut presenter une certaine instabilite 
numerique. Pour pallier ce probleme, on peut utiliser des methodes impli- 
cites telles que : 

La methode d’Adams-Moulton a 3 pas. — Cette fois, la formule de recurrence 
est implicite et necessite la resolution d un probleme : 

h 

yi + 1 = yi + ^■[9/U,-+i,j(x ;+ i)) + 19/(jf,-, y(xi)) 

- 5f(x i _ l ,y(x i _ l )) + f(x i _ 2 ,y(x i _ 2 ))l 

Cette methode est d’ordre 4 et stable. 

2.4 Equations integrales 

Definition. - Equations de la forme : 

f b 

cp(r)-?ij G(s, t)<p(t)dt = f(s) , 

a 

l'inconnue etant la fonction (p ; f (s) : fonction connue et integrable ; X : 
terme numerique reel quelconque ; G(s, t) : noyau de l'equation. 

Premier cas : Le noyau est degenere , c'est-a-dire est la somme d'un nombre fini 
de produits de fonctions a(r) par des fonctions (3(r) : 

G(s,t) = £«.(r)p.( f ). 

1 

On pose 

. b b 

J P/*) a £( f )d* = 4 et J P/f)/( f )df = 
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et 

n 

<p(-0 = X^x i a i (s)+f(s). 

1 

Les Xj sont solutions du systeme lineaire : 

*1 - X{t\x x + 4*2 + - + = fv 

x 2 - X(t]x i + 4*2 + - + 4 X ») = fv 



^ / n n n , r 

x n -Hh x i + h x 2 + ... + t n x n ) =/„. 

Sous reserve que 1/A, ne soit pas une valeur propre de la matrice M du 
systeme, la solution est donnee par 

<P(-0 = h^XfK, t {s)+f(s) . 

1 

Deuxieme cas : Equations resolubles par la transformation de Laplace. 

a) Cas oil le noyau est egal a 1 et l’intervalle d’integration de 0 a s : 

cp(i) = A,[ cp(r)dr + /(t) . 

J o 

On prend les images des 2 membres. 

®, image de cp ; F image de f. 

On a : 

$ - A,- = F, $ = -^4 • 
p p-X 

Connaissant E on en deduit <t> et cp. 

b) Equation de Volterra. Noyau : K(t— l) et Afonction connue de X. L’equa- 
tion est 

cp( f) — A, f cp(x)A(r-x)dx = f{t) . 

J o 

Soit F image de cp, <t> image de K, G image de f. 
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On a 

F— )\. F<$> = G, F= — %—■ 

1 - A.® 

Troisieme cas: Cas general. - On recherche une solution de la forme : 
cpO) = cp 0 (r) + X(p 1 (r) + X 2 cp 2 (r) + ...+?i"cp K (r) + .... 

Par identification, on calcule : 

<PoW = /(*)> 

r h 

tpiC-f) = J G{s, f)<p 0 O)d/, 

a 

r h 

<P„(*)=J G(s, t)(p n _ l (t)dt, 

J a 

relations qui permettent de calculer les cp de proche en proche. 

II faut toutefois s’assurer de la convergence de la serie, qui sera certaine si : 

1 

B(b— a) 

B etant une borne superieure du noyau 
La serie est appelee serie de Liouville-Neumann. 

f b 

Si Ton pose G n (x, t) = G(x, u) G n _ j ( u, t)du : 

J a 

r h 

<p„(x) = J G n (x, r)cp 0 (r)dr. 

a 

Les G n sont appeles les noyaux iteres. 

2.5 Calcul des variations 

Le calcul des variations est une partie des mathematiques qui traite du 
maximum ou du minimum de certaines integrales dependant d’une ou 
plusieurs fonctions inconnues. 

Le plus simple des problemes du calcul des variations est le suivant : soit F 
une fonction donnee des variables x, y, y' continue et ayant des derivees 
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2.5 Calcul des variations 



partielles jusqu’au deuxieme ordre. Soit, d’ autre part, un arc de courbe ABdu 
plan, susceptible d’etre represente par une fonction y =f{x ) continue et deri- 
vable et l'integrale 

/= F(x,y,y')dx. 

J AB 

II s'agit de determiner si parmi les courbes des fonctions/ il en existe une qui 
rende maximale ou minimale l'integrale let de determiner cette fonction f. 
La fonction y = f{x) doit verifier l'equation differentielle suivante dite equa- 
tion d'Euler : 

ir^_3f =0 . 

d x^dy'J dy 



Application. — Courbes extremales de l'integrale 
/ = J y" J 1 +y' 2 dx, 

dans laquelle m designe un exposant positif, negatif ou nul. 
Apres transformations, l'equation d'Euler s'ecrit 

ml 1 + y' 2 ) — (j yy" = 0 ) . 



Sous cette forme, cette equation 
lesquelles on a la relation 




est identique a celle des courbes pour 

Me = _J_ 

MN m 

MC etant le rayon de courbure de la 
courbe en M et MN la portion de la 
normale comprise entre M et l'axe des x. 
Ces courbes sont dites courbes de 
Ribeaucour. Pour m = 1, on a 

( 1 + y' 2 ) - yy" = 0 . 

Les courbes sont des chainettes. 



m = — 1, (1 +y' 2 ) + yy" =0. 


Cercles. 


1 1 7 

m = 2’ s (1 + y >~yf = °- 


Paraboles. 


1 1 7 

m = -(1 +y ) +yy"= 0. 


Cycloides 
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2.6 Optimisation dans R n 

Dans tout ce qui suit, on munit R” de la norme euclidienne notee || • || 2 , 

mais tous les resultats enonces ici tiennent encore si Ton munit 1” d’une 
autre norme. 

2.6.1 Resultats theoriques 

Cadre de I’etude. 

Soit/une application definie sur un domaine D inclus dans R" et a valeurs 
reelles. Tout probleme d’optimisation se met sous l’une ou l’autre des formes : 

min f{x) [ma xf(x) 

ou (2) 1 

xgD [ xgD 

On peut se contenter d’etudier les problemes de type (1) en remarquant que 
maximiser /sur D equivaut a minimiser _y sur D. 

Existence de solutions. 

Le probleme (1) possede (au moins) une solution si l’une ou l’autre des 
conditions suivantes est realisee : 

1° D est ferme, borne (i.e. il existe une constante strictement positive M telle 
que pour tout xdans D , ||x|| 2 < M ) et/est continue sur D. 

2° D est ferme (pas necessairement borne), /est continue et coercive (i.e. 
lim f(x) = +°° ) sur D. 

||jc| 2 — >+°o 

Unicite des solutions. 

On obtient en general l’unicite a l’aide d’ arguments de convexite. 
DEFINITIONS. 

1 ° Un ensemble D est dit convexe si pour tous elements x et y dans D et pour 
tout t dans [0,1] , tx + (1 — t)y est lui aussi dans D. 

2° Une application f definie sur un sous-ensemble convexe D a R” et a 
valeurs reelles est dite convexe (resp. strictement convexe) si pour tous x, y 
elements de D et tout t element de [0,1] , f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 — t)f (_y) 
(resp. f(tx + (1 - t)y) < tf{x) + (1 - 1) f(y))- 
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2.6 Optimisation dans Rn 



Voici un resultat garantissant l’unicite de solutions d’un probleme d’optimi- 
sation : si une application f definie sur un ensemble D convexe est convexe, 
alors tout minimum local de/est global. Si /est strictement convexe, alors il 
y a au plus un minimum global. 

Conditions d’optimalite au premier ordre. 

1° Optimisation sans contrainte . Un probleme d’optimisation sans 
contrainte s’ecrit de fa^on generale : 

f min fix) 

(3) 

Irel". 



Si fe st reguliere (de classe C 1 par exemple), la condition d’optimalite au 
premier ordre s’ecrit : 

x * solution de (1) => Vf(x*) = 0 . 



On dit alors que x* est un point « stationnaire » ou « critique ». 

2° Optimisation sous contraintes . Un probleme d’optimisation sous 
contraintes s’ecrit de fajon generale : 



( 4 ) 



J min f(x) 
| xgC, 



ou C est un sous-ensemble de R“ . On distingue differents types de 
contraintes : 

(a) Contraintes de type egalite. S’il yap contraintes de ce type, on les met 
toujours sous la forme h(x) = 0 , ou h : l” — > 

x i-> h(x) = {h l (x),...,h p (x)) ■ 

(b) Contraintes de type inegalite. S’il y a q contraintes de ce type, on les met 
toujours sous la forme g(x) < 0 , ou g : R” —> R^ 

^ ^ g(x) = (gi(x),...,g p (x)) 

l’inegalite ayant lieu composante par composante. 

Supposons que l’ensemble des contraintes soit : 

C = {xg R”l/r(x) = 0 et g(x) < 0} . 
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DEFINITION. — On dit que les contraintes sont qualifies au point x si : ou 
bien les fonctions gj sont affines, ou bien les vecteurs V^(x ) sont lineaire- 
ment independants, pour tout i tel que gt(x*) = 0 . 

Si x* est solution de (4) et que les contraintes sont qualifiees en x* , alors il 
existe p nombres reels Aj , . . . , A p et q nombres reels positifs fJ \ , • • • , , 

appeles multiplicateurs de Lagrange tels que : 

V/(x* ) + A 1 V l {x * )+...+ A p W p (x * ) + JUl^gl (x* ) + ... + MqVgq ( x * ) = 0 

• /Jjgj(x*) = 0 pour touty e {1,. . ,,q\ 

x eC. 

On appelle ces conditions necessaires conditions de Kuhn-Tucker. 

Condition d’optimalite au deuxieme ordre. 

Soit f : 1” — > R , une application de classe C 1 . Soit x* tel que 



Vf(x*) = 0. On appelle matrice hessienne de f au point x* la matrice 

f(x ) dont le terme a la /' eme liene et / eme colonne est — f - — Si toutes 

dxfixj 

les valeurs propres de D 2 f{x*) sont strictement positives, alors x* est un 
minimum local pour f. 



2.6.2 Quelques methodes numeriques d'optimisation 

On s’interesse a la resolution numerique du probleme (1). On presentera 
notamment des algorithmes dits de descente, c’est-a-dire que x * , solution du 
probleme (1) sera vu comme la limite d’une suite (x/, ) de points de D telle que : 



(x 0 donne, 

\ x k+l= x k+Pk d b 
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ou dh est un vecteur de R" appele direction de descente et p £ , le pas de la 
methode iterative, choisis de telle sorte que f(xf, + y ) < f(x^) . 

■ Algorithmes unidimensionnels ou recherche du pas 

Ces algorithmes permettent d’optimiser une fonction d’une variable a valeurs 
reelles. On s’interesse done ici au probleme : 

I min f(x) 

[re [a,b\. 

1° Methode de la section doree. 

On appelle t 0 le point de [ a,b ] en lequel/est minimale. On suppose que/ 
est decroissante sur bz,r 0 ] et croissante sur ]f 0 ,£] (on dit alors que /est 

unimodale ). On pose T = - + ^ > . X est le nombre d’or. L’idee est de cons- 

truire une suite d’intervalles [a^,^] contenant tous les points t 0 realisant le 
minimum de/ 

- Initialisation. On pose = a et b 0 = b ■ 

- Iteration k . et b^ etant connus, on calcule : 

a ' ~ a k + ~is b k~ a k> et b' = a k +-{b k - 

x" T 

Si f(a') < f{b') , on pose <*^ +1 = et ^ +1 = b' ■ 

Sinon, on pose aj i+ j = a ' et ^, +1 = b^ ■ 

Critere d’arret. On arrete l’algorithme lorsque | b^ — a^\< tol , oil tol est un 
parametre (petit) fixe par l’utilisateur. 

2° Methode d’interpolation parabolique. 

L’idee consiste a remplacer la courbe de la fonction /par une parabole, et a 
rechercher le minimum de celle-ci. 

- Initialisation. On choisit x 0 , y 0 et z 0 dans \a\b\ tels que f(x 0 ) > / (jVo ) 
et /(z 0 )>/(j 0 ). 
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T , . , „ r n qbk)-q( x k) 

- Iteration k. On pose ( A x k i >yk\ = 

yk~*k 



q[x k ;y k ;z k \ = 



q[xk-,z k \-q[x k -y k \ _ Xk + y k q[x k 'y k ] 

„ yk+l - “ t r 1 

z k~ x k 2 2q[x k \y k \z k \ 

Si yk + 1 G [^; a l° rs on P ose x k+\ = et z£ +1 = . 

Sinon, si y M e alors on pose x k+l = y k et z k+l = z k . 



- Critere d’arret. On s’arrete par exemple lorsque | jj /£ +1 — y £ |< tol , oil tol est 
un parametre (petit) fixe. 

3° Methode de Goldstein (1967). 



On choisit mi et m 2 tels que 0 < nil < m 2 < 1 • On recherche un pas p qui 
Vdnfie: r f{x)<m + mipf\Q) 



verifie : 



[/W^ /(0) + m 2 pf'{0). 

4° Methode de Wolfe ( 1969). 

On choisit et m 2 tels que 0 < mi < mi < 1 • On recherche un pas p qui 

f(x)< f(0) + mipf'(0) 

[f'{x)>m 2 f'( 0). 



■ Optimisation sans contrainte 

On s’interesse dans cette partie a la resolution approchee de problemes du type : 

f min f{x) 

Un 

oil / : R" — > R . 

1° Methodes de gradient. 

Un algorithme de type gradient s’ecrit : 
f Xq donne, 

| x k+\= x k~Pk S7 f( x k)- 
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Pour le pas p k , on peut choisir : 

- constant. C’est la methode du gradient a pas fixe ; 

- pfc qui minimise la fonction d’une variable pi—>f(x/ ! —pVf(x/ l ))- II 

s’agit de la methode du gradient a pas optimal. La recherche du pas optimal 
peut parfois s’averer couteuse. C’est pourquoi on utilise parfois les algo- 
rithmes unidimensionnels presentes precedemment pour rechercher le pas. 

Convergetice de ces algorithmes. ||.|| 2 designe la norme euclidienne, et x un 
minimum de fi Si /est Ot-convexe (c’est-a-dire qu’il existe a > 0 tel que pour 

tous x, y dans R” , (Vfi(x) — V_/(_y)) • (x — fi) > Ot||x — j \\^ ), si V/ est lips- 



chitzienne (c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que pour tous x, y dans R B , 
|V/(x) — V/0-)|| S Af||x — _y|p et s’il existe deux reels a ex. b tels que le pas 

2a 

variable verifie 0 < a< p ,< b< — - , la methode de gradient converge de 

M 1 

fa^on geometrique, c’est-a-dire qu’il existe |3 G ] 0, 1 [ tel que : 

II * II ^ II * II 

\\ x k- x \\ x o~ x • 



Remarque : dans ce cas, une methode de gradient converge vers un minimum 
local de fi Rien n’ assure qu’il soit global. 

2° Methode du gradient conjugue. 

On cherche a minimiser dans R ;i une fonctionnelle quadratique s’ecrivant : 

f(x) = —x'Ax + b ■ x, 

2 

oil A est une matrice symetrique de taille n x n dont toutes les valeurs propres 
sont strictement positives (ce qui assure que le minimum cherche existe), b un 
vecteur colonne de taille n. On a alors Vfi(x) = Ax + b ■ L’alorithme presente 
ci-apres converge en theorie vers le minimum de/en au plus n iterations. 

- Initialisation. On choisit x 0 • On pose g 0 = Ax 0 + b , d 0 = —gQ > et k = 0 ■ 

- Pour k = 0,1,. . ,,n , on calcule : = x^+ p^d^ , avec : 



Pk-~ 



diAdi 



■\ = V/(x* +1 ), d k+x =-& +1 + M* et P*: 



. Sk+ \ Ad k 

diAdt 
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3° Met h ode de Polak-Ribiere. 



Cette methode permet de determiner le minimum de fonctionnelles quel- 
conques (pas necessairement quadratiques). II generalise la methode du 
gradient conjugue. 

- Initialisation. On choisit x 0 .On pose d Q = — V f ( x 0 ) et k = 0 • 

- Tant que ||x£ — 1| 2 — t0 P °u tol est un parametre fixe, on calcule : 



x k+\ = x k + p k d k , avec : 

- pfc qui minimise p \ — > f( x ^ + pd P ) , ou bien plus simplement, on mene 
une recherche du pas comme dans les algorithmes unidimensionnels 
presentes precedemment ; 



- 4+l = - V /(%l)+M > avec Pk = 



c Y£ (**+ 1 ))- v / («* ) 

vf(x k yvf(x k ) 



4° Methode de Newton. 

- Initialisation. On choisit xq . 

- Tant que ||x£ — ^ tol , oil tol est un parametre fixe, 

- on resout le systeme lineaire d’inconnue r \ : D 2 f(xpr/ ! ='Vf(x/ l ) ; 

- on pose = x^ — r^ . 

5° Methodes de Quasi-Newton. 

- Initialisation. On choisit Xq . 

- Tant que ||x£ — < tol , oil tol est un parametre fixe, on calcule : 

x k+i = x k- H kVf( x k)’ 



oil H ^ est une matrice qui approche Finverse de la matrice hessienne 

D 2 f(xf,). II existe plusieurs fa 5 ons de la choisir. Posons Sf, = x/ l+ \ — , 

Xt = v /(*£+i)- v /(*>) • 

- Algorithme DFP (Davidon-Fletcher- Powell). 

s k s ’k H kyij'k H k 



H k+l = H k + 



yk' s k 



y'k H 0k 
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- Algorithme BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). 



H k+ i = H k + 



s 0k H k +H 0k s 'k , , , {yjPvk \ s k s k 



+ 1 + 



yk' s k 



Jk ' s k)yk ' s k 



■ Optimisation sous contraintes 

On s’interesse dans cette partie a la resolution approchee de problemes du 
type: 

| min f{x) 

|xeC, 



ou C est un sous-ensemble de R H defini par des contraintes egalites ou 
inegalites. Bien souvent, on se ramene a la resolution d’une suite de 
problemes sans contrainte. 

1° Methode de projection. 

On suppose que C est un convexe ferme. On sait alors que pour tout 

x e R” , il existe un unique point PcM (le point de C le plus proche de x) 

appele projection de x sur C . On se donne un algorithme de minimisation 
sans contrainte que Ton note si (par exemple une methode de gradient ou de 
Newton). L’algorithme de projection s’ecrit : 

- Initialisation. On se donne x 0 dans R” . 

- Tant que ||x^, — x^_j|| 2 < tol , oil tol est un parametre fixe, on fait : 

- x k+\ =&{x k ). 

- x k+\= p d x k+i) ■ 

On connait Fexpression de l’operateur de projection dans certains cas : 

- C={xeR"l x; > a;} .Si j * j , ( p c(x))j = Xj et [P c (x))j = ma x(x,-,<? ; ) . 
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- C = {x e R” I x i < dj\ (PcW) j — x j et (7^(x)) ; - = min (xj,a.j) ■ 

- C = {x e R" I a; < x; < bj\ .Si j ^ j , {P^{x))j = xj et 
(Pc(x))i = min(max(x ; -, <?,■), £,-) . 

- C = jx g R” I ||x — xq|| 2 < i?J . 

X si X G C 

Xq + Rt . — - si x £ C. 

f-*oII 2 

2° Algorithme d’Uzawa. 

On suppose que l’ensemble des contraintes s’ecrit : 

C = {xg R” I h{x) = 0 et g(x) < 0}, 

oil f : R” — > R , h : R” — > R^ et g • R” — > R^ . On definit le Lagran- 
gien de ce probleme, pour // = ^y 1 ,. . j et A = [%} par: 

2:R”xR^xR ? -» R 




- Initialisation, k = 0 , on choisit //qeR^ et A 0 e R^ . 

- Iteration. Tant que le critere d’arret n’est pas satisfait : 

- Calculer x ^ e R” solution de (9^) 
methode d’ optimisation sans contrainte. 



J mm%{x,p k ,A k ) 

UeR” 



a l’aide d’une 



, , 4+l=/4+M(**)- * = 1.-./' 

- Calculer /// +1 et /L +1 avec . 

A J k+l = max(0,i/ +pgj{x k )), j = 



oil 0 » est un reel fixe (par l’utilisateur). 
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2 • Analyse 



Convergence de I’algorithme d’Uzaiva. 

On suppose que /est C 1 , a-elliptique (i.e. il existe a > 0 tel que pour tous x, 
_ydans R“, Vf(x) — V/Xj) • (x — y) > a||x— j|| 2 ), que h est affine, quegest 

convexe de classe C 1 et que h et g sont lipschitziennes. On suppose que le 
probleme de minimisation sous contrainte possede (au moins) une solution. 
Alors, il existe p\ < /A positifs tels que pour tout p e [p^,p^ , la suite (x/,) 
generee par l’algorithme d’Uzawa converge vers la solution du probleme de 
minimisation. 
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3 • FONCTIONS DIVERSES 



3.1 Integrates de Fresnel 

C(x ) = j" cosf-^-)df, 5(x) = f sinf— ^-)df. 
J o y 2 J o v 2 J 

f cos rdf = f sin rdf = ^ p ; 

J 0 J 0 2/\j 2 

r c j*A dt= r sin (z£) dt = I. 

J o v 2 J r 
Developpements en serie : 

C(x) = ^ (- 1 ) ^ (2ri) ! 4n+ 1 ’ 



V 2 J 



n °° / \ 2 n i 4 k+1 

n(K\ Zn 1 X 



n = 0 



•sw = Z (_1)? 



w 71 



2 «+ 1 



1 X 



An + 1 



(2« + 1) ! An + 3 



72 = 0 



Expressions en fonction des fonctions de Bessel : 

. f nx 2 



nx 2 



I C ° S ( 2 ~ 2 -) + -A/2^ 2 ) + ••• + -/(4« + i)/2^ 2 J + ' 



3.2 Sinus integral et cosinus integral 



Si 



i (x) = f — At, Ci{x) = -f — < 

J r\ t J t 



d t 
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3 • Fonctions Diverses 


3.2 Sinus integral et cosinus 




integral 



Si on pose si (x) = — [ — - At, on a Si (x) = - + si(x) . 

J 0 * 2 
Developpement en serie : 

3 5 

x x 

1.1! 3.3! 3.3! 



C- / \ X x~ , x~ 

Si (x) = + + ... + 



z ..x /2 2n+ 1 

(-1) X 



(2n+ 1)(2 n+ 1) ! 



■ + . 



2 4 2n 

Ci(x) = lnx+ C — 1- — 1- ... + — — , C = constante d'Euler ; 

2.2! 4.4! 2n(2n)\ 



Ci{x) = lnx+ C— f - — — — -At. 

J 0 f 

Developpement en serie asymptotique : 



Si (x) 



n cosx x . yi (2ri) ! sinx ^ . . .» (2« + 1 ) ! 

2 X 2-i x 2 n X 2-i x 2n+l 

n = 0 n = 0 



A/ — OO 

/r/ \ sinx n •.« ( 2 ! cos x n « 

Ci{x) = ) (-1) - — — > (-1) 

X L-i 2 n x L-t 2 n + 1 

X x 



( 2 n+ 1 ) ! 



n = 0 w = 0 

Valeurs des maximums et minimums DE Si (x) ET Ci (x). 



X 


Si(x) 


X 


Ci(x) 


n 


+ 1,851 94 


0,5 n 


+ 0,472 00 


2 n 


+ 1,418 16 


1,5 71 


-0,198 41 


3 71 


+ 1,674 76 


2,5n 


+ 0,123 77 


4 n 


+ 1,492 161 


3,5 7t 


+ 0,089 564 


5 71 


+ 1,633 964 


4,5n 


+ 0,070 065 


6 71 


+ 1,518 034 


5,5n 


-0,057 501 


7 71 


+ 1,616 085 


6,5 7t 


+ 0,048 742 


8 71 


+ 1,531 131 


7,5 7t 


-0,042 292 


9 71 


+ 1,606 076 


8,5 7t 


+ 0,037 345 


10 n 


+ 1,539 029 


9,5 7t 


-0,033 433 


11 71 


+ 1,599 685 


10,5 rt 


+ 0,030 260 


12 K 


+ 1,544 307 


11,5 71 


- 0,027 637 


13 jt 


+ 1,595 252 


12,5 7t 


+ 0,025 432 


1471 


+ 1,548 083 


13,5 7t 


-0,023 552 


1571 


+ 1,591 997 


14,5 7t 


+ 0,021 931 






15,5 7t 


-0,020 519 
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3 • Fonctions Diverses 


3.3 Fonction 0 ou fonction d'erreur 




et fonction n 



3.3 Fonction 0 ou fonction d'erreur 
et fonction n 



Relation 



2 : x -t 1 

©(*) = 7 e Ut. 
©l-^l + 1 = 2Yl{x). 

172) 

n(x) = -7[ V f2/2 d t. 

T27t J 0 




Representation : Courbe en cloche 
representative de la fonction de 

. . 1 -x 2 /2 

Gauss \|/(x) = e 

J2n 

n(.v) = aire de la courbe en cloche 
situee a gauche de l’abcisse x. 
Developpement en serie de ®(x) : 



©(*) = 



JKL 



1 ! 3 2 ! 5 



+ ... + 



(-D x 



2 n+ 1 



n ! (2 n +1) 



■ + ... 



Developpement asymptotique de 1 — 0(x) 

_ 2 

1.3.5 



1 -0(x) ~- 



1--I_ + 17. 

2x 2 2 2 x A 



xJk\~ 

Tables (voir tables statistiques) 



0 3 6 
2 x 



+ ...+(-1) 



n — 1 



1.3.5 ... (2n — 3) ~ 

«— 1 2n — 2 
lx J 



3.4 Fonctions euleriennes 

Fonction de premiere espece (fonction beta) 

5 „ p - 1 

B(p, q) = f 1 1 ( 1 — jc) ^ * dx =2 f 2 sin"' 5 'Gcos 2 ^ 1 0d0=f — At. 

^ Jo J o J 0(1 + i )^ q 
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3 • Fonctions Diverses 



3.4 Fonctions euleriennes 



Fonction de deuxieme espece (fonction gamma [F] ) : 

F(x) = J u 1 e “ d«, avec x>0. 



Propriete principale : 



T(x+ 1) = xT(;y) . 



Si x< 0, fonction definie entre 0 et 1, 1 et 2, ... par F(x) 
Relation avec 1'integrale de premiere espece : 

B( p, q) = . 

np+q) 

7Z 

Proprietes : r(a)T(l - a) = — , a non entier 



_ r(y + 1 ) 



sin aK 

r(F*) r (i- 



n 



cos 7 lb 



Formule de duplication : 



T(2x) = 



On en tire 



,2x- 1 



Jk 



r(*)r(*+±) ou T{p) = ■ 



+ i^I = 1 1 . 

2 i p rf 



Derivee de In T(x) 

d 



, lnF(x) = = 

da F(x) 



L 



—X 

e - - 



d.v 



o L (1 +x) J 

Fonction \|/(x) = - 7 — lnF(x) = lim ln«— f-H h ... H - — 1 

da n->°° L V x 1 * + rP _ 

\|/( 1) = limite Mntt- 1 - - - ... - -1 = -C (constante d’Euler) 
n — 7 00 L 2 nj 

~0,577 215 664 9 



V(2) = (i-O, 
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3 • Fonctions Diverses 



,2 

— -lnr(x) = 2 + — - + ... + — - + ... . 

dx x (x+ 1 ) (x+ n) 

FORMULE DE STIRLING : 

rU+1) = x%~*j2nxtll + — + — — + -|, 

1 12x 288x 2 x 3 ! 

avec a — > 0 (valeur approchee de F pour les grandes valeurs de x). 

COURBE REPRESENTATIVE DE T : 

Valeurs remarquables de T (x) 

r(i) = i,r(2) = i,r(3) = 2 \ 

r (i) = * r (D = 5 r © = #- 

r(» + i) : 

1° n pair, 

F^n + ^j = 1 - 3-5 ... (2n-l)J~n 

2 (n) ! Jk 

i ->2 n 

n ! 2 

2° n impair, soit n = 2 p + 1 : 

r(» + l) =r( 2 , + i + l) = 
r(v + 2 + *) = (v + ^) r ( 2 r+ 2) 

et Ton est ramene au cas n pair. 

Minimum de r(x) dans la partie positive des x : 0,885 60 pour x= 1,461 63. 
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3 • Fonctions Diverses 



3.4 Fonctions euleriennes 



iNTfiGRALES S'EXPRIMANT PAR DES FONCTIONS EULfiRIENNES : 

7C/ 2 

Integrates de Wallis : I =1 sin xdx. 

t • J ° 

a) n pair : 

j _ 1.3.5 ... (n- 1 )7i _ ft 1.3.5 ... (n- 1 ) 



b) n impair : 



(n!2) + If n 






2 2.4.6... 



n ~ H , 2 (»- D/2 



1.3.5 ... « 



c) (X quelconque, mais > - 1 : 

J 



lt!2 n/2 

sin xdx = cos x dx = 
0 J 0 






a + 1 



aD 



r n * 2 p -p t K ^ 2 

Integrales de la forme I = sin 7 x cos.v d.v = 2 sim 2xdx: 

‘ » r\ * a 



_ n -7>77t w 2 _ 1 

/■ _ 



£±i 

2 



2 r (* + i) 2 r ^ +1) 



(voir tableau des integrales definies). 
Fonctions elliptiques : 

1 = 



r, 3’ 

VI — u 



3 V3 





r F| 






532 


3 








s r l 



ni 2 4 

3. 



j j* d u 



7tV3 2 



4/3 



/ = 



r| \ 



AjiK L wj ’ 



-|2 
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3 • Fonctions Diverses 



3.5 Fonction hypergeometrique 




>• (voir tableau des integrales definies), 




3.5 Fonction hypergeometrique 

C'est une solution de 1'equation differentielle : 

2 

(z — z)y"+ [( 1 + a + P)z — y\y + (X$y = 0 . 



Developpement en serie 
F{a, |3, y z) = 1 + 

1 ■ Y 



a(a + 1 )P( P + 1 ) 2 
z+ 1.2.y(y + 1) 



+ ... 



| a(a+ 1 )...(« + p - 1 )P( p + 1 )...( p + p - 1 ) ^/» | 
1.2 ... p- y(y+ l)...(y + /> - 1) 



La serie hypergeometrique est generatrice de nombreuses fonctions. 

- Si a = 1, P = y, on a la serie geometrique : 

1 + z + z + ... + z + convergente si |z| < 1 . 

- Si a = -n (entier), a + P = />, y = q> l : 

F(a, P, y ; z) = F(— n, p+ n, q ; z) ; on a les polynomes de Jacobi ; 



xF( 1 , 1,2; — x) = in ( 1 + x) ; 

F(- a, P, P ; -x) = ( 1 + x) a ; 
v (\ 1 3 2h . (1 3 2h 

xr V2' 2' 2 ; X J = arC SmX ’ X ^ \2’ ^ ’ 2 ’ ~ X J = arct S x ’ 
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3 • Fonctions Diverses 



3.6 Fonctions de Bessel 



Limite .F^l, (J, 1 ; = e* quand (3 ■ 



3 % 

Limite de F [ a, |3, - ; ^ „ j = sinx quand a, (3 ■ 



3.6 Fonctions de Bessel 

DfiFINITION. — Ce sont des integrales J a de l'equation differentielle : 

„ i , f a 2 ") n , , 

y + - y + jy = 0 , a etant quelconque. 

Si a n 'est pas un entier, l'integrale generale de cette equation est de la forme 
J = AI a (x ) + BJ-o.’( x )’ Aet B etant 2 constantes quelconques et : 

, ,_.2m + oc 

Ja (z) = Z <_1) «!r(<x+«+l)' 

n = 0 

J a est appelee fonction de Bessel de l re espece. 

Si a est entier. Dans ce cas J a et J_ a ne sont pas independants. II faut trouver 
une autre solution particuliere de l'equation differentielle et Ton adopte 
souvent la fonction : 



w = 



cos<X7t/ a (x)-/_ a (x) 
sin arc 



Cas particulier de a = +k!2, k etant un entier impair. 

On demontre que par exception, dans ce cas, les 2 integrales et 

J_kn( x ) sont independantes et l'integrale generale est encore de la forme 

44 /2 (x) + BJ_ kl2 (x) . 
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Fonctions Diverses 



3.6 Fonctions de Bessel 



3.6.1 Differentes representations des fonctions de Bessel 

/ /^» \ 2 » + Ct 

oL+ir 



J a (z) = (z/2) f 1/2 (1 -x) 1/2 cos[z(l -x) 1/2 ] dx, 

7ttr(a+ 1/2) J 0 



(zl 2f r 71 . 2a 

sin t cos(z cos t) at , 

rtrv j- i m Jr, 



/«(*) = - s 

Vrcr(a + l/2) J o 

J , A _ u / 2 ) a f +: 

7a VSr(a+l/ 2 ) 



. +1 



J (l-« 2 ) 



2 . a- 1/2 



V^r(a + 1/2) J_i 



iz cost .2a , 

2 sin tat , 



(z/2) a r ,, 2,«-i/2 ia , 

JJz) = — (1-K) e d«, 

7ttr(a+ 1/2) 



y.iz) = 1 f ’'cosfae-z sine) de _ f 
u 7t 7t J, 



Sina7t f ~ at- z sht . 
e at. 



Si a est entier : 



1 r> 

J (z) = - cos(«0 - z sin9) d0 . 

Jt 



3.6.2 Proprietes des fonctions de Bessel 



Formules de recurrence : 



J a + 1 + J a - 1 



/<*= £Ua +1 +/a-l] 
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3 • Fonctions Diverses 



3.6 Fonctions de Bessel 



DfiRlVfiES : 



j' _ Jg- 1 Jg + 1 _ a Jg _ , _ j _ 

Jg~ 2 ~ z Jg+\' Jg-l z 



d_ a+1 

dz 



i z Jg + 1 ) 



a + 1 



ad. -a , . . _ 

2 dz (Z J ^+Jg + l = °- 



Valeurs dej m , Lm, Jm> etc - 



J 1/2 _ 



[ 2 . 

/ — sin 2, 
A/ Kz 



J-112 ~ 




Jill 



Z[ 1 
— ft~~ p 



FONCTION GENfiRATRICE : X * /„(*) 

n = 

TJln + 1 = y ,J In = 1 ’ 



a + 3 + ... 2 ^ Jg + 2 n + 1 • 



w = 0 



f / a (x) dx= 2J a+l + 2/ ( 

J o 

Si a = 0 : f / 0 (x) dx= 2/j + 2/ 3 - ... + 2/ b+ j + ... 

J 0 

f X 

J /l/2( x ) ~ 2/3/2 + 2/7/2 + — + /( 4 n + 3)/2 + — ' 
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Fonctions Diverses 



3.6 Fonctions de Bessel 



wrale de Fresnel : 



r * . nx , T ( rex 2 ) T ( nx\ T ( nx\ 

J 0 Sln 2 d * - W 2 J + Jm{ 2 J + "■ + - / ( 4 « + 3 )/ 2 l v 2 J 

f cos*|- d x = J U 2 ( 1 y) +jU 7 T) + - + Wl)/ 2 ( 5 £) 



3.6.3 Fonctions derivant des fonctions de Bessel 

1° Fonction de Bessel modifi£e 



L = i 



“/ a (i*) = X 



« ! T( n + a + 1) 



Formes diverses de la fonction I a : 



7„(z) = [ sin‘ a t ch (zcos t) At 

J%Y(a + 1 / 2 ) J 0 



w = 



A /Sr(a + 1/2) J o 



i.s cos? . 2a 
sin 



x a . +1 



I a {z) = {zU) f (1 -u) 

JnT(a + 1/2) 



a - 1/2 ±z;i 

) e d « 



= K I, 



z cost , sinOC7lf -2 ch?— a? . 

e cosOUcU— e d/\ 

0 71 ^0 



Si a entier, a = n : 






—2 COS? , 

e cos?z£d£. 



Equation differentielle d'origine : y"+ ~y'~ j^l + “J y — 0 • 
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3 • Fonctions Diverses 



3.6 Fonctions de Bessel 



Formules de recurrence : 



/ a (z) = I_ a (z) si a entier ; 
zQz) = al a (z) + zl a+l (z) = zl a _ 1 - a/ t 



f _ r a _ a 

- •'a + 1 + ^ a _ J a - 1 ^ a ’ 

t' _ I a + 1 + - 1 

« 2 



2° Fonction de Bessel modifiSe R r a : 

n[I_ a (z)-I +a (z)] 

W = Tto = 

1 « +°° , 

, s If -2 ch?- QLt . 

K a (z) = - j e dr. 

Si a = 0, /r 0 (z) = \ f e _zchf dr= [ 

2 J J A 



— * cur , , 

e ch a^d^, 



-z ch.t , 
e at 



■f l K+ 3 d 



_ - f 

z/ J , 



1 “5 l r+ tJ dr 

e — • 

* t 



3° Fonctions de Besssel de 2 e esp£ce N a : 



KM = 



JJ z) cos an -J_ a (z) 



NAz) 



/« z ~/-a( z ) cosa7,: 



4° Fonctions //de FIankel : 



fl l \z) = / - g( * ) /ae 
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Quelques formules importantes relatives aux fonctions de Bessel. 

I / 2 2 I °° 

/o K* + y - 2x y cosa I = /„(*) ■ J 0 (y) + 2 ^ / K (x) • / K (j) cos «a , 

« = 1 




Quelques intEgrales particulieres des fonctions de Bessel. 




Graphique de la fonction J„(x). 
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3 • Fonctions Diverses 



Racines de j ' n ( z ) = 0 . 

Rang de la racine 

n 1 23456789 

0 0,000 0 3,831 7 7,015 6 10,173 5 13,323 7 16,470 6 19,615 9 22,760 1 25,903 7 

1 1,841 2 5,331 4 8,536 3 11,706 0 14,863 6 18,015 5 21,164 4 24,311 3 

2 3,054 2 6,706 1 9,969 5 13,170 4 16,347 5 19,512 9 22,672 1 

3 4,201 2 8,015 2 11,345 9 14,585 9 17,788 8 20,972 4 24,146 9 

4 5,317 5 9,282 4 12,681 9 15,964 1 19,196 0 22,401 0 

5 6,415 6 10,519 9 13,987 2 17,312 8 20,575 5 23,803 3 

6 7,501 3 11,734 9 15,268 2 18,637 4 21,931 8 

7 8,577 8 12,932 4 16,529 4 19,941 9 23,268 1 

8 9,647 4 14,115 6 17,774 0 21,229 1 24,587 2 

9 10,711 4 15,286 8 19,004 5 22,501 4 

10 11,770 9 16,447 9 20,223 0 23,760 8 

Racines de ] n ( z ) = 0 . 

Rang de la racine 

n 1 2345678 

0 2,40483 5,520 08 8,653 73 11,791 53 14,930 92 18,071 06 21,211 64 24,352 47 

1 3,831 71 7,015 59 10,173 47 13,323 69 16,470 63 19,615 86 22,760 08 

2 5,135 62 8,417 24 11,619 84 14,795 95 17,959 82 21,117 00 24,271 12 

3 6,380 16 9,761 02 13,015 20 16,223 47 19,409 42 22,582 73 

4 7,588 34 11,064 71 14,372 54 17,616 0 20,826 9 24,199 0 

5 8,771 42 12,338 60 15,700 17 18,980 1 22,217 8 

6 9,936 11 13,589 29 17,003 8 20,320 8 23,586 1 

7 11,086 37 14,821 27 18,287 6 21,641 6 24,934 9 

8 12,225 09 16,037 8 19,554 5 22,945 2 

9 13,354 30 17,241 2 20,807 0 24,233 9 

10 14,475 50 18,433 5 22,047 0 
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3 • Fonctions Diverses 



3.7 Fonctions de Kelvin 



3.7 Fonctions de Kelvin 



Solutions de 1'equation differentielle 



y ’ + y- 



i+-^\y=0 

V x 



FONCTIONS d'ordre 0. - Definition : Ber x+ i Bei x=/ 0 (x i Vi) = Iq )(xVi)- 
Developpement en serie : 



(-D 



Ber x = 



4r 



cos- 



Krf x 



2 r 



r = 0 



L(2r)ir 



r= 0 



(r)! 



(-D 



Bei x = 



4r+ 2 



r= 0 



[(2r+l)!]‘ 






• Kr x 
sin — 
r+ 1 2 



2 r 



r = 0 



(r)\ 



Fonctions d'ordre quelconque : 

Ber a (x) + i Bei a (x) = J a ( ijhc) = J a (e 3lK ' 4 x) , 



Ber a (x) = ^ (-!) 



.3 ^7t 

cos -a — r - 
\2 )2 



a + 2 r 



r ! T(a + r + 1) 



r= 0 



Bei aM = X 



(-l )r sinf(|c*-r)| 



a + 2 r 



r = 0 



r ! T(a + r+ 1) 



Formules dans le cas de a entier : 



t>er_ a (x) = (— l) a ber a O) , 
t>ei_ a (x) = (— l) a bei a O) , 
ber a (-x) = (-l)“ber a (x) , 
bei „(— x) = (-l)“bei (x), 
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3 • Fonctions Diverses 


3.8 Serie et polynomes 




de Legendre 



ber a (— x) = cos arc bei a x - sinOCTC bei a (x), 
bei a (-x) = cos 0t7t bei a x - sina7t ber a (x). 



3.8 Serie et polynomes de Legendre 

Decoulent de 1'equation differentielle : 

( 1 — z)y"— 2zy' + k( k + 1 )y = 0 . 
Derivent de la serie hypergeometrique en faisant : 

a = k+ 1, (3 = -k, y = -l, x = 



1 — z 



Integrate generale de I'equation de Legendre : 

A 



k(k+\) 2 k(k—2){k+ l)(k+ 3) 4 

2 ! ^ + 4 ! Z + '" 



+ B 



{k-\){k+2) 2 {k- \){k+2){k-3){k+A) 4 

3! Z + 5! Z+ -. 



|z| < 1 . 



Si k est entier cette expression se reduit a des polynomes. 

Si B = 0 et k = 2, on a A(l — 3z~) ; 

k = 4, on a A^l - 10z 2 + ^ Z J • 

Si A = 0 et k = 1 , on a Bz; 

k = 3, on a Bz(^l—^z^j. 

Definition et expression generale des polynomes de Legendre : 

1.3. 5. ..(2»- l) f n n(n- 1) n - 2 n(n- \ )(n-2){n—3) n - 4 



r 



P ~ ' 12 2{2n~ 1) Z + 2.4. (2 »- l)(2»-3) 2 



+ ... 
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3 • Fonctions Diverses 


3.8 Serie et polynomes 




de Legendre 



ce qui donne : 



P x = z, 

P 

2 2 




5 3 3 z 

2 Z ~ 2 ’ 

35^_ 15 2 + 3 _ 
8 4 Z 8 ' 



PROPRlfiTfiS DES POLYN0MES DE LEGENDRE : 

Formule d'Olinde Rodrigues : un polynome d'ordre n de Legendre peut se 
mettre sous la forme : 



1 



d n 

, 2 

— ~S Z 



2 n ! dz 



n 

1 ) . 



2 -1/2 

Fonctio?i generatrice : cp(p, z) = (l-2pz+p ) 

Les termes « ! P„(z) sont les coefficients du developpement en serie de Mac 
Laurin de (p (en p). 

Formules de recurrence : 



{n+ l)P„ +x -(2n+ l) z P n + nP n - X =0, 



n P_ = zP„ — P, 



n— 1 : 



p 



n + 1 



- zP - ( n + 1 ) P 
n v y n 



o 



Zeros des polyndmes. Racines de P n = 0. 

Elies sont toutes reelies, distinctes et comprises entre -1 et +1. 
Orthogonalite : 



J P i (z)P /l (z) dz = 0 si k ; 




2 

2k+ 1 



si i = k . 
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Fonctions Diverses 



3.9 Fonction de Weber-Flermite 



3.9 Fonction de Weber-Hermite 



Solutions particulieres de l'equation differentielle : 

f„ + I - Z-)v = O n nnp 



+ (yii + - - = 0 , n quelconque reel. 



Si Ton pose y 



Developpement en serie : 



l'equation differentielle devient 

d~ u d u 

z — + nu = 0 . 

,2 dz 

dz 



y = e" //4 * 0 1 + £ (-1/ n{n-2) ,{n-2p + 2) 2p 



+ d-^z 1 + (— 1 ) 



p (n— \ )(n— — 2p+ 1) 2 p 

( 2 /> + 1 ) ! 



Oq et <*j, quelconques. 

Fonction de Weber-Hermite, D n . On pose 



n!2 J% 

r {--- 



- 2 



Formules de recurrence : 



et a , = —2 



(m/ 2) + (i/2) Jn 



D n+l (z)~ zD n (z) + nD n l {z) = 0 ; 

2D n {z) + zD n {z)-2nDn_ l {z) = 0 ; 

|”e + Z 14 D n (z)\ = «(«- !)...(«- ot+ l)e + Z /4 D n _ m (z) , n> m\ 
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3 • Fonctions Diverses 



3.9 Fonction de Weber-Hermite 



POLYNOMES d'Hermite. — Quand n entier, le developpement s'arrete. 

Si n pair positif : 2 p\, a\ = 0, et le developpement s'arrete au terme en z 2 ^. 

Si n impair : 2 p + 1, a 0 = 0, et le deuxieme terme s'arrete au terme en z 2j6+1 . 

- z 2 /4 

En general : D n (z) = e // ;! (z) ; H n , polynome de degre n. 

Formule generale de H n (z) : 

n n(n— 1) n — 2 n(n - \)(n— 2)(n— 3) n-4 

z — z + — z + ... 

2 2.4 



+ (-l) 



p «( n— 1 )...(« — 2p + 1 ) n-2p 

2A.2p ! 



+ ... 



Fonctions generatrices : 
Polynomes d'Hermite : 



zt— t / 2 






X = 0 



Fonction de Weber-Hermite, n entier : 



— z 14 + zt— t 12 



- 



2 = 0 



Orthogonalite : 

/= J D n (z)D m {z)&z =J e 2 l2 H n (z)H m (z) dz = 0 si m*n. 

I = n\ J2n si n—m. 

Formules relatives aux polynomes d'Hermite : 

2 * tl 2 

tt , \ i \ n + z 12 Cl - z 12 

H n (z) = (-1) e — e 

d# 

^ + 2 (z)-z// k+1 (z) + (w+ 1)//„(z) = 0, 

H' n+l (z) = («+l)// K (z), 

H 0 = 1, //, = z, // 2 = z 2 -1, H } = z 3 -3z, 

H, = z —Gz +3, = z' — 10z 3 + 15z, 
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3 • Fonctions Diverses 



3.10 Polynomes de Tchebycheff 



H 6 = z 6 -15z 4 + 45z 2 -15, 

H 7 = z -2lz + 105z 3 - 105z, 

H s = /-28z 6 + 210z 4 -420z 2 + 105, 

H 9 = z 9 - 36z 7 + 378z 5 - 1260z 3 + 945z, 

H w = z 10 -45z 8 + 630z 6 -3150z 4 + 4725z 2 -945, 

H n = z 11 - 55z 9 + 990z 7 -6930z 5 + 17325 z - 10395z, 

H u = z 12 -66z 10 + I485z 8 - 13860z 6 + 51975z 4 -62370z 2 + 10395. 



3.10 Polynomes de Tchebycheff 

Solutions de l'equation differentielle : 

(1 - (O 2 )-^— \ + n y = 0 • 



dco 



Solutions independantes : 

T ( CO ) = cos (» arc cos CO) 
U ( CO) = sin( n arc cos CO) 
T n { CO) = ch (n arg ch CO) 



col < 1 ; 



col > 1 ; 



w = 



U n { CO) = sh(» arg ch CO) 

1|_ ' ■ 7co 2 - 1) + (co- Vco 2 - 



(CO + • 



1) 



Developpement du polynome : 
1 



TJ CO) = 2 



n n n- 2 n(n-3 ) »-4 

CO -co + —co +. 

112 212 
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3 • Fonctions Diverses 



3.10 Polynomes de Tchebycheff 



Dernier terme : 



1 



, 2 *- 1 



(2k + 1 )CO 

-.2 k 



si n = 2 k , 
si n = 2k + 1 . 



avec : 



U n ((o) =±Jl-(t) 2 p n si 


CO < 1 


= +7<»"-1/' k si 


CO > 1 



o=2 
r n 



n— 1 



«— 1 n—2 n — 3 

CO - — (0 + 

2 " 1 ! 



Dernier terme : s 



2k 

: Ik - 1 

,2k 



(0 



(«-3)(»-4) g) «-5 | 

4 

2 2 ! 

si n= 2k , 
si « = 2 k + 1 . 



■Zmtf polynomes. — Les zeros des polynomes T sont reels et compris entre 
-1 et +1. Le zero de rang rest donne par la formule 

(0 = cos(2r— 1)^- ■ 

2 n 



Les zeros de U sont donnes par la formule C0 ( . 
Expression par derivees : 



rn 



t- 1 



W = 



(-D 
1.3.5 (2n- 1) 



r. 2 d .. 

/ 1 - co (1 

dco" 



2 n— 1/2 

CO ) 



u n ( CO) = 



n(- 1)"" 1 jl^ 

1.3.5 (2»-l) dco" 



2 1/2 

co") 
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3 • Fonctions Diverses 



3.10 Polynomes de Tchebycheff 



Formules de recurrence ou additives : 

T m + n W = Wr B (co)-t/Jco)t/ K (co) ; 
U m+n m = U m (( 0 ) T n (( 0 ) + U n (( 0 ) rjco) , 
T m - n W = T n m T m ( co) + U n ( co) UJ co) , 

= U m (co)T n (co)-U n (co)TJco), 
T m+1 ((o)-2(oT m ((o)+ T m _ 1 ((o) = 0, 

T m+ - + T m _ x m = 0, 

T’J T’J®)] = 7 m [ 7 ’ b (oj) 1 = cos (nm arc cosCO) = T mn ((o) , 

2 T k 2 (co) = 1 + r 2n (co). 

Fonctions generatrices : 

1 — *0 vn n / \ 

— 2 — = y * *«(“)’ 

1 + C — 2 rt 0 

j n = 0 

-777L = y *” £/„<«», 

1 + f - 2 rt 0 

^ 77 = 1 



e ta cos(tJ 1 - CO 2 ) = ^ 





« = 0 


m [7 

e sin(£v 1 


-” 2 ) = £ fr c<®) 




n = 0 


Premiers polynOmes : 




7 0 (co) = 1 


/> 0 (ca) = 0 


rj(co) = co 


/'l(CO) = 1 


7 2 (co) = 2co" - 1 


/> 2 (co) = 2 CO 
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3 • Fonctions Diverses 



3 2 

r 3 (co) = 4o> -3 co /> 3 ( co) = 4co“-l 

4 2 3 

r 4 ( co) = 8co -8co“+l /> 4 (co) = 8co -4co 

r 5 (co) = 16co 5 - 20co 3 + 5co /> 5 ( co) = 16co 4 - 12co" + 1 

r 6 (co) = 32co 6 - 48co 4 + 18o) 2 - 1 /. 6 (co) = 32ro 5 - 32co 3 + 6co 

r 7 (co) = 64co 7 - 1 12oy + 56co 3 - 7co /> 7 (co) = 64co & - 80co 4 + 24co 2 - 1 

r 8 (co) = 128co 8 -256co 6 + 160co 4 /> 8 (a) = 128co 7 - 192co 5 

- 32 co 2 + 1 + 80a> 3 - 8co 




3.11 Polynomes de Laguerre 

Solutions de 1'equation differentielle : 

xy"+ (a + 1 — x)y' + ny — 0 . 

Forme generaie : 

n r 

Z r n-r (-x) _ r(a) 

n+ a , L » X 



2 3 

Si a = 0, L(x ) = 1 -cl x+ C 2 „ — - cl— + ... . 

’ n K ' n n 2 | n 3 ! 

Relation de recurrence : 

nll„\x) = {- x+2n+ a-\)ll^l l {x)-{n+ a-\)ll^l 2 (x) . 



Fonctions generatrices : 



-xtU\-t) <*> , . 

± = y L ( *\ X )t n , 

.a + 1 Zj 11 

„ = 0 

x -a , n 

T {a) , v ex a , -x n + a x 
L n « = — — n ^ x } • 

ax 
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3 • Fonctions Diverses 


3.12 Polynomes d'interpolation 




de Lagrange 



Orthogonalite : 

J d* = r ( l + a)C; +a 8 W „ 

J o 

8 = symbole de Kronecker. 



3.1 2 Polynomes d'interpolation de Lagrange 

Soit / une fonction definie sur le segment \a,b\ et a valeurs dans R. On 
suppose que I’on connait les images de n + 1 points xq, , x„, de Finter- 
valle [a, b] par/ c’est-a-dire f(x 0 ), •••> /(*„)• 

II existe un unique polynome i 3 de degre inferieur ou egal a « tel que 
P(xj) = f(xj) pour i, entier compris entre 0 et n. Ce polynome est defini 
par : 

P(x) = f (x 0 )Lq(x) + ... + f (. x n )L(x n ), 

ou L- est le produit des termes — — — pour k variant de 0 a n, mais avec 

x i ~ x k 

n 

k^i . Mathematiquement, cela s’ecrit Lj(x) = TT . 

1=0 x i~ x * 

k^i 

P est appele polynome d ’interpolation de Lagrange de la fonction f aux points 
X °’---’, X n- 

On a d’ailleurs le resultat d’estimation de Ferreur faite en approximant 
F application /par son polynome d’interpolation Psur le segment [a,b\ , si/ 
est supposee n + l fois derivable, avec continue sur [a,b\ : 

\f(x)-P(x)\ < \ {x~ Xq)...(x~ x„)\, 

yn + lj! 

ou M n+ i est la valeur maximale de /(” +1 ) sur Fintervalle \a,b\ . 
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4 • ALGEBRE DES TRANSFORMATIONS 



4.1 Transformation de Laplace 

Nous ne donnerons pas ici, les origines, ni les utilisations (voir au calcul des 
integrates definies et aux equations differentielles, les utilisations mathemati- 
ques de la transformation de Laplace) de la transformation de Laplace ; nous 
nous bornerons a indiquer les methodes de calcul, les proprietes de ladite 
transformation ainsi que les transformees d'un certain nombre de fonctions. 

DEFINITION. — C'est l'integrale 

F(p) = f h(t)e ^ At, 

J 0 

etant une fonction de la variable reelle t, p une variable complexe ou non, 
etant toujours supposee nulle lorsque t < 0. 

Symbolisme. — F(p) a h(t) signifie F(p)= f h(t)e ^ At et h(t) z> F(p) 

' J 0 

de meme. On enonce que F est la transformee ou l’image de h et h est 
l'original de F. 

Conditions d’existence. — II faut que l'integrale soit convergente, ce qui 
implique e at \h(t)\ — > limite finie. 

Si h n'est pas nulle quand t < 0, on suppose toujours que h est multipliee par 
une fonction dite fonction unite ou echelon unite, telle que = 0 quand t < 0 
et = 1 quand t > 0. 

Proprietes de la transformation de Laplace (nous supposerons que les fonc- 
tions h remplissent les conditions ci-dessus). 

1° /?j + /? 2 => F x + F 2 ; ah{t) 3 aF(p) . 

2° Transformee d'une constante a : h(i) = a, F(p ) = - • 
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4 • Algebre 


4.1 Transformation de Laplace 


des transformations 





3° Transformees des puissances de r : h(t) = f. 

a) n entier : F{p) = n ' ; 

p n + 1 

b) n quelconque reel : h(t) = r* , F{p) = ; a>— 1. 

4° Transformee de e af : e at 3 — - — ■ 

p + a 

5° Transformees des derivees de h : 
h\t)z>pF(p)-h( 0) ; 

h{ 0) = valeur que prend h(t) quand r — > 0 par valeurs positives ; 

,2, 

^-4 => pRp) -pHQ) - ^'(0) ; 

dr 

^ 3 /i^) 1 /HO) -p n ~ 2 h\0)... - h (n ~ !) (0) . 

dr” 

6° Transformee de f h(t) entreOetr: f h(t) dr 3 -,F(s) , 

J J 0 Z 1 

pt-> F(p) etant la transformee de ri— > /r(r) . 

7° Derivation par rapport a : 

F{p) <z -r^(r) ou th{t) 3 -F / (p ) , 
d i" , 

— <=(-1) r £(r). 
d/- 

8° Integration par rapport a p : 

df ou M->C F{p)Ap 

J 0 * * p 

d/»f dp... J F(p)dp 

» Q p t 

9° Translation de la variable r : 

i((4)3e"%). 

10° Translation de la variable p : 

f(/4)ce 4 V). 




168 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



4 • Algebre 
des transformations 



4.1 Transformation de Laplace 



11° Changement d'echelle : 

h(Kt) 3 - K F (|) ou Kh(Kt) 3 F (|) • 

12° Theoreme du produit, ou theoreme de Borel : 

F l F 2 cz [ h l (k)h 2 {t-'k) dX = [ /^(^(r-X) d?i. 

J o J o 

13° Transformees de th(t) et (voir 7° et 8°) : 

t 

th(i) 3— — 3[ i^/Od/r. 
d/ T ^ 

14° f F(p) dp = f dr (c'est une egalite id) . 

J 0 J o ( 

15= [ M^df3-[ d/>. 

16= f “^dt3- 

o 

17° Transformees de r” /f(r) et des derivees successives de h. Multiplies par 
les puissances (entieres) de t(F image de h) : 

t n h{t) 3(-D k — , 

d/ 

d h d/ 7 c 

1 — 3 -p— - F, 

dr dp 

2 dh d 2 F „dF 

t — 3 p 1 - z— , 

dr ^ d/ 2 d/> 

2 

d h .... „ r 2dT 

r — 3i(0) -2 pF-p 

dr 2 ^ 

d< 7 a/ 7 d r 
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4 • Algebre 
des transformations 


4.1 Transformation de Laplace 


18° Transformee de h{t 2 


: 

°° 2 z> 2 / 4 at 2 

-F(x )e * dx, / 7 = image de h. 

0 



19° Transformee de h ( sh i) : 

h{ sh t) z> J J p { u) F(u) du , Jp = fonction J de Bessel, 

F = image de h. 



20° Transformee de : 



t* J a (2jtp)F(t) dt, J= fonction de Bessel. 

D'ou, pour a=l: 3 J ~ /j(2 JTp)F(t) dt. 



OC = 0 : -h{-)z}\ J Q {2j7p)F{t) dt, 

t ^ t' J Q 

a = 2 : th(^)z>\ - J {2jTp)F{t) dt, 

J 0 p 2 

x = \ ■ \ h {z) z >-r\ ^ sin(2V^) dr, 

Z * /iT * a . / ft 



Jn ^ 0 V/> 



a = — 



3 ~r j" zos(2jtp) dt. 
2 tjt v Vic j o Jt 

21° Original de — J n (2jtu)h(u) di. 



D'ou, pour n= 0: -Z^-JczJ J^(2jTii)h(i4) d 



, l P n 

«=1: ~T 

P 



Jli 
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4 • Algebre 


4.1 Transformation de Laplace 


des transformations 





pjp V 



1 i?0)(=J 0 J m (2jtu)h{u) du 
= —p f (0) sin(2 J~tu)h(u) d» 

Jn J o 

n = — - : -7 : F { -1 a -7: f -7: cos{2 JTii) h{u) du . 

- C“ 

0 Original de F(J~p) d — f 

2 tJnt 0 



e B h(u) du. 



23° Original de 



J~p 



i 



1 -« I At , , x , 

— e hyu) (iu. 

0 /sy TC £ 



00 . « — lv 

24° Original de i 7 (ln/') c: f (7- — -) h(u) du . 



4.1.1 Tableau des transformees d'un certain nombre 
de fonctions 



FONCTIONS ALGfiBRIQUES. 



h{t) 


Hp) 


Constante a 


a 




P 


1 


1 




P 


Y( t) : fonction unite 


1 


P 


Y'( t ) : fonction de Dirac 


1 


Y"(t) 


P 


Y '"(f) 


P 2 


t x ~ X 

r(a)’ a> 




a 

P 
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4 • Algebre 


4.1 Transformation de Laplace 


des transformations 





-at , 
e ch (Of 



fsin (0 1 



t cos CO f 
fsh (Of 
(ch (Of 

sin 0) f + CO f cos (0 f 
2(0 

sin (Of- (Of cos (Of 
2 CO 3 

sin (Of 

t 

1 - cos (Of 
t 

1 — ch (Of 



. 2 

sin (Of 



cos (Of 



cos (Of sin (Of = - sin 2 (Of 
2 



p + a 

2 2 

(/> + a) -co 

2p(d 

, 2 2.2 

(/> +C0 ) 

2 2 

p -CO 

/ 2 2.2 

(/> +co ) 

2 pm 

, 2 2,2 

(/>+«) 

2 2 

/> + (0 

, 2 2,2 

(/>—«>) 

2 

£ 

. 2 2,2 

(/>+«>) 

1 

2 2 2 

(/>+«) 

» 7C » (0 

arc cotan 2 - = arc tan 2 - = arc tan — 

CO 2 (0 p 

l ~2 2 

P 

r 2 2 

l n v2L_zi!L 

P 



p{p + 4co 2 ) 

2,2 

p + 2(0 

2 2 2 

/>(/>“ + 4co~) 

co 

2 , 2 

p + 4co 
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4 • Algebre 


4.1 Transformation de Laplace 


des transformations 





. 2 

cos Of sin COC 



. 3 

sm (0 1 



cos a t 



tjt 

„[t cos (Xt 
sin at sin COC 



. 2 

sin CO t 



. 2 

sin (0 1 



• 2k m 

sin CO t K ’ 



. 2 n + 1 
sin COC 



arc tan t 



ijat 



nt 



2 

2(0 p 



(/ + co 2 )(/ + 9co 2 ) 



6co 



(/ + co 2 )(/ + 9co 2 ) 



Jk 

4 " 



-J2n{p + Jp" + a 2 ) 

Jp 



1/2 



2 2 



P -a + p*jp +a 



, 2 2 

{p + a 



)Jp 2 + a 2 J 



r 2 2 

P+ *Jp + a 

2 



2 2 

1 . p + (a + co) 

4 2 . .2 

p +(a-co) 

i 2 . 2 

1 , p +4 co 

/ 

2 2 

2co p , p + 4co“ 

CO arc tan p In L 

P 4 p 2 

2 n ! co"” 

p\p + (2conr/ + (4 co) 2 ]...[/ + (2«co) 2 ] 

(2w+ 1) ! co 2 ” +1 

[/ + co 2 ][/ + (3 co) 2 ]...[/ + (2k + 1)V] 



sin/) Ci p+ cos py-^ — Si p 

1 -a Ip 

4~p 



® La transformee de cos 01 / se calcule de la meme facon que celle de sin CO t , 

2 i CjO t — 2 ico t 



c’est-a-dire en partant de sin~” “(0 1 , en multipliant par — 
quant la relation e ° J h(C) ID F(p + a) . 



2i 



en applL 
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4 • Algebre 


4.1 Transformation de Laplace 


des transformations 





sin 2 Jut 

— sin 2 Jut 



7 It 



—pz ch 2 Jut 
Jut 

—pzz sh 2 Jut 
Jnu 



Jnu - alp 

pjp 



<D[ « 



1 alp 

Jp 6 

1 alp 
pjp 



Fonctions exponentielles 



-at 12 



t e 



-ijat 

e 

Jt 



P 


- 1 




1 


p + U 


fn pt 2a 

— e 


i - of— ^=y 


\2u 


^V2a - 



Hr” /> 2 /2a 

/ — P e 




\J2a ^ 


L ^V2cr -1 



K alp 

- e 



1-0 



. Y( a> x) = J e r /* 1 df 



: fonction F incomplete 



1 1 -t/^ a 1 

(1- e ) 



a p r(—p, a), avec F(a, x) =T(a) — y(a, x) 

aB(ap, a) = ^O .. g£> . D . g _ > 

^ F(d/>+a) 
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4 • Algebre 


4.1 Transformation de Laplace 


des transformations 





1 - e 
1 -e _? 

1- e~‘ 

a- '-"Hi-'-**) 
<1- e“ f ) 

a - 1 (3 

(1- e ) ( 1 — z e ) 



1 a /At 

-e 

t 

-a 2 /At 



a t (3? 
e - e 



1 —x /A t 

Mt e 



\|/(y> + a) — \|/(y>), avec = < ^^ n |^(/ ) ) 

d /> 

\|/(/> + a) - \|/(/>) - V|/(/> + a + b) + \| ){p + 6) 

ln r ( />>r (' &+ a+ b * 

F(/> + «)r(y> + b) 

B(p, a) 7 r ((J, />, a + p ; z) 

B = fonction eulerienne de premiere espece 
F = fonction hypergeometrique 

2K Q (aJp) 

^K x {ajp) 

Jp 

ln^£ 

p - a 

-xjp 



Jp 



Fonctions de sinus integral et cosinus integral 



Si = 5 = -f ^-*d.v 

2 3 X 



f — dx 

J , X 



n 1 

arc tan p 

2p p 



1 



arc tan p 



r f COS* 

Ci = - 

J . X 



I 7 d * 



-ilni 



> 2 + l 



P 

ln(/>+ 1) 

P 
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4 • Algebre 


4.1 Transformation de Laplace 


des transformations 





cos t Si( t) — sin t Ci( t) 


Jt/> + 2 In/) 

7 




2 (p +1) 


cos t si( t) — sin t Ci( t) 


In p 

2 


(avec si = Si( t) — n/2) 


p +i 


sin t si( t) + cos t Ci( t) 


p Xn P 

7 




p + 1 



FONCTIONS LOGARITHMIQUES 
\nt 

In( 1 + at) 

ln( 1 + b) 

a- 1 , 
t In t 

t\n t 

In t 

Jt 

Jt\nt 
( In t)~ 



C = constante d’Euler 



ln/> + C 
P 

= C = In y, y=e C 



~p y /a Eii- 



-[ln b—t? b Ei(— pb)\ 
P 

T (a)p a [\|/(a) - In p] 

\|/(2) — ln/> _ 1 — In py 



In py 






r— 2 



pi\ + (h n P J)2 _ 
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T(a, x) = J e ‘ t“ At 

X 

y {a, x) = T(a) - T(a, x) 

FONCTIONS 0 

0 

0 

z©(Ji) 



<r r ©(jt) 




p 

+p)~ a 

p 

P 

l-e~ 2 ^ 

P 

1 

(p~ 1 )Jp 

a 

Jp{p-a 2 ) 

1 

pjp+ 1 

1 

(p + l)Jp+2 

^ 2 2 

-e a p [1 - 0(a/>)], a > 0 
P 
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4 • Algebre 
des transformations 
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4 • Algebre 


4.1 Transformation de Laplace 


des transformations 





en posant 9 = t+ a 




Ber (2 Jt ) 
Bei (2 Jt) 





a 



1 



2 

P 



+ 1 



a 




1 1 
-cos- 

p p 

1 . 1 
-sin- 

P P 



4.1.2 Images de fonctions discontinues 








0 


tH 




t 
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4 • Algebre 


4.1 Transformation de Laplace 


des transformations 






t 



h{ t) : premiere boucle 



F{p) 



CO [ 

2 2 

p + CO v 



1 




AAA 



h(t) 



arcs positifs de la sinuso'ide 
F{p) : ■ 



CO 



1 + e 






2 , ..2 —Tip/(0 

p + CO 1 - e 



CO 



2 2 



/> + CO 



coth 



np 

2co 



A) 



Ka. .a. 

arcs positifs separes par F( p) : — — — 

un intervalle p + CO 1 — e 



4.1.3 Recherche de I'original d'une fonction donnee F(p) de p 

1° Consultation du catalogue. 

2° Quand on peut mettre F(p) sous la forme d'une somme de fonctions (par 
ex. fractions rationnelles) I'original est la somme des originaux des termes de 
la somme. 

3° Quand on peut mettre la fonction sous la forme p ^ G{p), I'original est 
h(t) dt; h(i) etant I'original de G(p). 

J 0 
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4 • Algebre 


4.2 Transformation de Fourier 


des transformations 





4° Application du theoreme de Borel. Quand la fonction peut etre mise sous 
la forme Ffp) x F 2 (p), l'original est : 

f h 2 {t—X)h^{t) AX = f hft— A) h 2 {t) dA , 

J 0 J 0 

hi et h 2 , etant les originaux de iq et F 2 . Cette ecriture integrale porte le nom 
de « produit de convolution ». 

5° Formule de Mellin-Fourier : 

Kt) = ^k\ . 

c— 1°° 

4.2 Transformation de Fourier 

Definition. — Transformation qui, a une fonction /de la variable t respondre 
une autre fonction F(f) telle que : 



F(.) = J 



-2 in st - , 

e fit) dt. 



Proprietes de la transformation de Fourier. 
Reciprocity. — On a : 



*W = J fit) e ~ 2,Kst dt 

F{t) = j F(s) e 2iKst ds. 



Theoreme de Parseval : 
+ 



J |/| 2 d^ = J A | 2 dr. 

Transposition: fi— >/(o«) a pour transformee -E F • 

TRANSFORMfiES DE FOURIER A PLUSIEURS VARIABLES. 

2 variables : 

F{u, v) = J J e ‘' in(UX+ lyS> f{x, y) dx dy . 
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2 2 2 2 2 2 
Si f(x, y) = <p( r ) > °u x + y = r > en posant k + v = p~ 



7 («, t>) = O(p) = J <p(r)fj e 



-2i7iprl93cos0 , 



d0 r d 



O(p) = 2 k J np(r)J 0 (2npr) Ar 



cas n variables : 



Avec 



° (p) = („ K 2 )/2 J q r n/ %- 2 )/ 2 ( 2K P r Mr) dr. 

2 2 2 2 2 2 2 2 
+ ^2 ••• x n r ’ u \ u 2 P • 



Formule d’inversion : Cp( r) = ^ )/2 J p"'~ J {n _ 2)/1 {2np r)Q>(p) dp 

r 0 

J(n- 2)/2 = foncdon de Bessel. 

TransformEes de Fourier de fonctions usuelles 




4 • Algebre 
des transformations 



4.3 Transformation de Mellin 

Definition . — Transformation qui, a une fonction f de la variable reelle t fait 
correspondre une fonction (p de la variable s = O + iCO , telle que 

90) = [ * l f(t ) dr. 

J o 

4.3.1 Regies operatoires 

cp etant la transformee de f, on a 
f(at ) Transformee M \f(at)] = a ^cp( j) 



*7(0 


M[t a f{t)] = cp(a + r) 


/(“) 


«[/(.“» - Hs) 


M-3 


M - = <p( 1 — s) sous reserve 




S-l r, s „ ( t = 0 

t / ( r) = 0 pour < 

[r = °° 


/'(*) 


= —(s— l)cp(r- 1) 


/%) 


^ [/”(*)] = (-l)”(r-l)(r-2)...(r-«)cp(: 


Formule d' 


inversion : 




<P0) = [ t 1 f(t) dr, 
J 0 




c+ ioo 



Formule du produit :fetg dont les transformees sont cp et \|/ , 

1 r c+i “ 

M/X^) = — J \|/(«)(p(r-«) du. 
Original de cp(r)\|/(r) = J /( vt) • 
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4 • Algebre 
des transformations 



4.3 Transformation de Meilin 



4.3.2 Transformees de fonctions usuelles 



/=-L- 

J l + t 



= r(j) 

m = r(-x) 



(l + T) 



z , n, ~ 

(l + O 



M = B(s, a -s) 



M = 

n \n n 



si a = 1, M - 



r - r a-i 



n r(a) 



r - r 1-- 



n r(a) 



nsm(Ks/n) 

7 r c 

cos — r(s), avec 0<O<l 
2 

sin— Tfi), avec 0<O<l 
2 



-ln( 1 + t) 



( 1 — j) sin7tf 



r(l-r) 



a -at 
t e 



a ( ' + C °rO+a) 
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4 • Algebre 


4.3 Transformation de Mellin 


des transformations 





TRANSFORMfiES DES FONCTIONS DE BESSEL. 



x “/(vO) 



/«<*) 

x%(x) 

Jx J a (x) 

W 

K 0 (x) 

x a K a (x) 

Kq(Jx) 

KJlJx) 



-ax , 
e cos bx 



-ax . , 

e sin bx 



2 s ~ a ~ 1 pf s 



r a- - + 1 

2 



J J a (x)x s “ 1 dx 



2 s - 1 r fa + s 



r| - + i - * 



^a+s—l OC + CL + S 



j— ii OC cl s j ^ 



2 s 1 / 2 rf^ + i + i 

V2 2 ' 



rf“ + i + 3 



^2 2 
jj -2 + 



,f-2 



~|2 



2 ' + “- 2 r(i + a Jr(jJ 

2 2 j “ 1 [ r (.)] 2 

|[r(j )] 2 

a S cos^cpFfr) coscpr = b 1 sir/(pr(r)costp.s 
b b 

avec tancp = - , cp = arc tan- 

17 a 

a S cos'cpr(r) sincpr 
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4 • Algebre 


4.4 Transformations reciproques 


des transformations 


et transformation de Hankel 



4.4 Transformations reciproques 
et transformation de Hankel 

4.4.1 Transformations reciproques 

Soit R{h, t) une fonction de h et de t et 2 fonctions de la variable tfet g. 

On dit que Ton a une transformation reciproque si Rest telle que Ton ait a la 
fois 

fit ) = [ K{h, t)g(h) d h et g(h) = [ K{h, t)f(t) d t. 

J o J o 

Re st appele le noyau de la transformation. 

Condition pour que R, etant une fonction du produit u = ht , soit noyau 
d'une transformation reciproque : 

p(r)p(l— s) = 1, p etant la transformee de Mellin de R{u). 

1° Transformation reciproque en cosinus : 

R = - cosx est un noyau. En effet, p ( j) p ( 1 - r) = 1 . 

A/ 7t 

Si f(x)= f - cos(0xg((0) d(0, on a ^(Cfl)= f - cosCOx/(x) dx. 

J 0 J o « 71 

2° Transformation reciproque en sinus : 

Si f(x) = f - sinCOx?(CO) dco, on a g( C0)= f - sin (Oxf(x) dx. 

•I 0 Jq 

3° Transformation de Hankel. — C'est la transformation de noyau 
R(u) = u ll2 J a (u). 

Ce noyau remplit la condition p(r)p(l — r) = 1 ; J a fonction de Bessel 
d'ordre a. 

fix) = [ ixy) 1 ' 2 J a ixy)giy) dy et ^y) = f ixy) 1 ' 2 J a ixy)f(x) dx. 

J o J o 
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4 • Algebre 


4.4 Transformations reciproques 


des transformations 


et transformation de Hankel 



/O) = x V cp(x) et giy) = y V y (y) 



Autres formes de la transformation 
Si 

cp(x) = [ y J a (xy)y(y) dy et y{y) = [ x J a (xy)(p(x) dx. 

J 0 J 0 

Si x = JYt et y = J2 ~s : 

= F(t) = f J a (2jis)G(s)ds 

J o 

l(j2s) = G(s) = f J a (2j7s)F(t) dr. 

J o 

Regles operatoires : 

1 0 Relation de recurrence : 

H a \x '<p(x)] = jlcpCx)] + // a+ j[cp(x)]} • 

2° Transformee de la derivee : 

Si a=l : /^(cp') = -j// 0 (cp) . 

3° Transformee de (cp + j pour a = 0 : 



//„ cp +■ 



' + 2.1 = -„ 2 



—y //g(cp) , a condition que 



4 (x/ o } 



= 0 . 



Jo 



4° Produit. Si F(y) = H a \f(x)] et G(y) = H a [g(x)] 

[ yRy) ■ G{y) d y = [ xf{x) ■ g{x) dx. 
J 0 J 0 
5° Formule de reciprocite. 



a/2 



Soient FI et G les images de Laplace des fonctions et 

1 1 — > g{ t) t Xl " ; /et getant 2 fonctions reciproques de Hankel, on a : 



- /nO • 
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4 • Algebre 

des transformations B|1 


4.4 Transformations reciproques 
et transformation de Hankel 


4.4.2 Tableau de quelques transformees de Hankel 


Fonction (p(x) 


Transformee xj a (xy)ty(x) dx 

J 0 




a> 0 et (a >-l) 


-1 -ax 
x e 


V “ , fl 2 , a 

, J ( a ly +a a) 

/ 2 2 
tsjy + a 


oc — 1 —ax 
x e 


Hoc +1/2) 2 y a 

fjr ,2 2 a + 1/2 ’ 

(y +a ) 




a> 0, a > 0 


2 

a —ax 
x e 


If y\ a -y /Aa _ - _ 

— 1 -y - ) e y , a> 0, a> 0 
idyia) 


— 1 f-\( % ^ 


y~ l e~ y ' 4 / 0 (^), a>-l 


sin ax 

X 


2 2 -1/2 

(r? — y ) , 0 < 7 < d, a = 0 


-1 


-1 

y , a>-l 


, r/ 2 \ 2 2 ~i 

X fin — + CJ - — 

|_V 2 2 6 J 


, r / 2 .2 2_ 
2 [H +c ) - j]- “- 1 




C = constante d’Euler 


2 ~, 

-1 K , c - X 

x - + Si — 
_4 2 _ 


r 2—. 

-1 Jt r . X , 

— y - + Si — , a = 1 
_4 2 _ 


2 2 “1/2 
(a -x ) 


1 — cosrzy . . 

a=l. 0 < x< a 
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5 • CALCUL VECTORIEL 
ET CALCUL TENSORIEL 



5.1 Calcul vectoriel 

5.1.1 Identite de Chasles 

O A B 



AB = objet mathematique defini par sa direction {AB), son sens (de A vers B) 
et sa norme WAB II (la longueur AB). 

La relation de Chasles s’ecrit : 

AB + OA = OB. 



5.1.2 Produit scalaire 

C’est le produit des mesures de ces 2 vecteurs par le cosinus de leur angle. 
C’est un scalaire. 

En dimension 2 ou 3, on se place dans un repere orthonorme. 

Soient V 1 et V 2 , deux vecteurs de coordonnees respectives (xj, y{) et (x 2 ,y 2 ) 
dans le plan (ou (xj, y-f , Zj) et (x 2 , z 2 ) si Ton s’est place dans l’espace). 

Le produit scalaire Vj . V 2 a pour expression generale : 

V X .V 2 = II t^ll.ll V^ll.cos ( V v V 2 ), 



ou II V ; II designe la norme euclidienne du vecteur V 7 , , c’est-a-dire Jx~ + y ; 
f~ 2 2 2 , 

dans le plan et Jx + y i + z t dans l’espace. 

On connait egalement l’expression analytique du produit scalaire. Dans le 

— ^ > > 

plan, Vj . V 2 = X\X 2 + y\y 2 et ^ ans l’espace Vj . V 2 = x^x 2 + y^y 2 + z^z 2 . 
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5 • Calcul vectoriel 


5.1 Calcul vectoriel 


et calcul tensoriel 





Le produit scalaire est commutatif et distributif, c’est-a-dire : 

V r V 2 = C 2 .^et ( U, + U 2 ) (V, - V 2 ) = U, . + U 2 . V, - U, . K 2 + U 2 . V 2 . 



^ ^ 

5.1.3 Produit vectoriel : 1/ a K, 

— ^ > 

Si K et Vj sont colineaires (c’est-a-dire proportionnels), alors 
K a V l = 0 . On suppose dorenavant que ce n’est pas le cas. 

V A Vj = vecteur OP dont l’origine est un point O quelconque, la direction 

perpendiculaire au plan engendre par les vecteurs V et V 1 (sens tel que le triedre 

OMM\ P ait la meme disposition que le triedre de reference choisi a 

— ^ ^ ^ ^ 

l’origine) et qui a pour norme le produit I V 1.1 Fjl Isin ( V, 1^)1 des mesures 
des vecteurs par le sinus de leurs angles. C’est un vecteur. 

Expression en axes orthonormFs ; coordonnees : 

vvj : y 2 , Z l X 2 -X l Z 2f x 1 y 2 -y 1 x 2 . 

— > — > — > — > 

Le produit vectoriel est non commutatif : V a Vj ^ Vj a V . 

Distributif par rapport a l’addition 



OA a (OAfj + OAf 2 + ■■•) = OA a CFMj + CM a OM 2 + ■■■ . 

5.1.4 Produit mixte 

Produit scalaire d’un vecteur et d’un produit vectoriel. C’est un scalaire. 
1° On peut permuter circulairement les 3 vecteurs composants. 

V l .(V 2 *V 3 )=V 2 .(V 5 *V 1 )=V r (V l *V 2 ). 

2° On peut intervertir les signes . et a : 

V l .(V 2 *V 3 ) = (V 1 *V 2 ).V y 
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5 • Calcul vectoriel 


5.1 Calcul vectoriel 


et calcul tensoriel 





3 ° Expression analytique (axes orthonormes) : 

(V? v 2 , V 3 ) = 



*1 *2 X 3 

y , y 2 y 3 

Zj z 2 z 3 



Valeur absolue = mesure du volume du parallelepipede qui a pour aretes les 

vecteurs OM j, OM 2 , OM 3 equipollents aux vecteurs donnes ; c’est aussi le 
produit par 6 de la mesure du volume du tetraedre OM\ M 2 M 3. 

5.1.5 Double produit vectoriel de 3 vecteurs 



T= V 1 A ( V 2 A v 3 ) 



Non commutatif. 



T=(V r V } ) V 2 -(V r V 2 ) 

5.1.6 Barycentre 

Gest barycentre du systeme {(Z|, ?ij), (A 2 , X 2 ), ■■■, (A ;: , X n )} si, et seulement si : 
OAj + X 1 OA 2 + ••• + X n OA n 



OG = 



A.i + X 2 + + ~X n 

K I GA-, + G/l, + ••• + X GA — 0 

1 1 z z n n 



^1*1 + X 2 x 2 + ■■■ + X n x n 



; 7 * n ^- 0) 



G 



+ 7*2 A w 

X x y x +X 2 y 2 + - + X n y n 
7* x + 7*2 'T'n 

^ifl + ^2 Z 2 + •" + ~^n Z n 
A,j + X 2 + ■■■ + X n 



Si 



^2 ^ n ~ ^ ’ 

le vecteur MV = MA j + X 2 MA-, + ■■■ + X n MA n est independant de M. 
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5 • Calcul vectoriel 
et calcul tensoriel 



5.2. Vecteurs glissants. Moments 



5.2. Vecteurs glissants. Moments 

5.2.1 Moment d'un vecteur par rapport a un point 

A (x 0 , y 0 , zg), ( X ] Y, Z) = composantes de AB , J4,g ( AB ) = OA a AB = OG. 



O, origine des coordonnees ^ OG \ 



L ~ JqZ z 0 Y, 
M= ZqX— x q Z, 
N=x Q Y-y Q X. 



> 

Moment en O x , (x x , y x , zj) : O j G x 



OG+O x O^Ob ( Ob = AB ) , 






L x = L — y x Z+ z x Y, 
M j = M— z x X+ x x Z, 
N x = N-x x Y+y x X. 



5.2.2 Moment d'un vecteur par rapport a un axe A 

— ) 

A defini par O x (x x , y x , z{) et U (a, P, y), 



_ a L + |3 M + yN+ XX+ |i K+vZ 



l 



2 r>2 2 

a + (3 + y 



ou 



Z =7iy-z 1 p, 

— ^ 

• (t = Zj a — x x y, est le M}q ( U ) 
V = XjP — y x CL. 
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5 • Calcul vectoriel 
et calcul tensoriel 



5.2. Vecteurs glissants. Moments 



5.2.3 Moment relatif de deux vecteurs AB et A'B' 

M(AB, AMT) = (A 7 ! a AB ).A 7 B' = (AA' a A 7 B').AB 
= ~OG .A 7 # + ~OG .AB 
= LX' + MY' + NZ + I/X + MY + N’Z. 

5.2.4 Elements de reduction d'un systeme de vecteurs 
(ou torseur) 

Resultante generate ou somme geometrique : 

m = r =^ r , 

z= yz... 



L ‘Z L ." 

Moment resultant en O : OG = ^ OG i • M= ^ M ., 

N=\' N:. 



Moment en Oj : Oj Gj = OG + (OR). 

Les composantes ecrites pour un vecteur restent valables. 

Moment par rapport a un axe : les formules ecrites pour un vecteur restent 
valables. 

Invariants du systeme : 

O^R (X Y Z) et O^.Oj g\ = L x X+ M l Y+ N { Z 
sont independants du point Oj envisage. 
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5 • Calcul vectoriel 
et calcul tensoriel 



5.2. Vecteurs glissants. Moments 



5.2.5 Axe central 

Lieu des points oil le moment resultant est parallele a OR (c’est la droite 
parallele a OR ) : 

L-yZ+zY = M- zX+ xZ = N- xY+ yX 
X Y Z 



5.2.6 Systemes equivalents 



OR = OG = 0 , 

OR =0, OG^- 0 (constant), 
OR*0, OR.OG =0, 



OR.OG* 0, 



systeme equivalent a 0 ; 
systeme equivalent a un couple ; 

systeme equivalent a un vecteur unique (le 
support de ce vecteur est le lieu des points oil 
le moment resultant est nul) ; 

torseur le plus general, equivalent a un 
vecteur et un couple ou a deux vecteurs non 
coplanaires. 



AU POINT DE VUE ANALYTIQUE 



LX+ MY+ NZ± 0 



Systeme equivalent a 2 vecteurs non situes dans un 
meme plan ; equivalent aussi a un vecteur dirige 
suivant l’axe central et a un couple dont le plan est 
perpendiculaire a cet axe. 



LXx MY+ NZ= 0 



Systeme equi- 
valent a 2 
vecteurs situes 
dans un meme 
plan. 



1 ° A 2 + Y 2 + Z 2 > 0 



Systeme 
equivalent 
a un vecteur 
unique 
dirige sui- 
vant l’axe 
central. 



2° X= Y= Z= 0 
L 2 + M 2 + N 2 >0 



Systeme 
equivalent 
a un couple 
unique. 



3 ° X= 0, Y= 0, Z= 0 
L= 0, M= 0, N= 0 



Systeme 
equivalent 
a zero. 
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5 • Calcul vectoriel 
et calcul tensoriel 



5.3 Analyse vectorielle 



5.3 Analyse vectorielle 



Derivee d’un vecteur. — Si le vecteur U est fonction d’un parametre t, la 
derivee U' est la limite du vecteur 

U(t+At)-U(t) , A 

— 5 — — quand Ar-> 0 ; 

c’est un vecteur^; c’est la tangente a la trajectoire de Fextremite des vecteurs 
equipollents a U (t) menes par un point fixe. 

On deduit : si le vecteur a un module constant (non nul), il est perpendicu- 

laire a sa derivee. 

— > — > — ^ 

Si le vecteur (7^0 satisfait a U a U' = 0, sa direction est fixe. 

— > — > — > — ^ ^ > 

Si Ton a U 0, U a U' & 0 et U U' U" (produit mixte) = 0, le vecteur 
U est parallele a un plan fixe. 

5.3.1 Expressions de derivees vectorielles et regies 
de derivation 

U{ t ) , V( t) , vecteurs fonctions d’une variable t : 



,. y X(t) 
U \ Y{t) 
Z(t) 



d U d Y d^JJ A P Y dU d U du 

At d t At An dt 

dZ 

~At 



A ( ^ + ^ ) = dU + dV 
dt At At 



d r » , . > dA, > r AU 



d AU d V d ATT d V 

t(u. V) = ^r-.v+ u.^-r, f-( u a, v) = ^ a v + u a ■ 

At At At At At At 

Dans cette derniere expression, ne pas modifier l’ordre des facteurs. 
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5 • Calcul vectoriel 
et calcul tensoriel 



5.3 Analyse vectorielle 



Derivee d’un point. Si un point est fonction d’une variable t, et en designant 
par M(t) ce point, la derivee du point est la limite du vecteur. 



M(t+ At) - M( t) 
At 



quand Ar— > 0 . 



C’est done un vecteur. On ecrit M'(t) = ■ Si l’on joint M a un point 

AM , “ * * 

fixe O, — — est egalement la derivee du vecteur U = OM . 



5.3.2 Formule de Taylor 



U(t) = U{t Q )+ t -^U\t Q ) + --- + 



(t- 1 0 ) 



n— 1 



(»- 1 ) ! 



->(«- 1 ) 



+ 



(t- t 0 ) 
n ! 



->(») 4 

[ t/( r 0 ) + £ ] , 



oil 



E — > 0 lorsque t — > t Q . 



5.3.3 Fonctions de points 



Fonctions dependant de la position d’un point M. Fonction scalaire s’il s’agit 
d’un element scalaire (densite, potentiel, etc.). 

Fonction vectorielle s’il s’agit d’un vecteur (vitesse, acceleration, champ elec- 
trique, magnetique, etc.). 

GRADIENT. — Point M = 0 + x i + yj + zk ; x, y, z, coordonnees du 
point ; i , j , k vecteurs unitaires selon les axes. Soit m = f(M) : 



, d m 
grad m = — 
ox 

On a grad m.AM= dm. 



7> 

i + 



dy 



+ — k . Vecteur. 
oz 



SURFACES DE NIVEAU. — Surfaces telles que m = Cte, soit dm = 0. 



On a alors grad m. dM = 0. 

Done le vecteur M. grad m est normal a la surface. 

LlGNE DE FORCE. — Lieu de M tel que vecteur M( grad m) soit tangent a 
cette ligne : grad m a AM = 0. 
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5.3 Analyse vectorielle 



DERIVEE NORMALE DE m PAR RAPPORT A UNE SURFACE S : 

> > . ' .. 

(grad m). n , n = vecteur unitaire de la normale a S (scalaire, produit de 
2 vecteurs). C’est la projection de (grad m) sur la normale. 

PROPRIETfiS DU GRADIENT : 

1° Soit f{m, n, ... ), on a 



grad f= grad m 
am 

grad (m+ n) = grad m + grad n 



Formules analogues 



grad {m. n) = m grad n + n grad m \ a celles de la derivation. 
~ m 

grad f(m)dm =f(m) grad m. 

a 

Divergence et rotationnel : 

— ) 

U , vecteur fonction du point M. 

M = 0 + x i + yj + zk . 

^dU dU T>dU . . 

div U = i -=r- + i -=— + k -=r— , scalaire ; 
ox dy dz 

7* 7^ dU dU T> dU 

rot U = / a ~ — + j a -r— + k a "ir , vecteur. 
oa: dy dz 

— ^ 

Expressions analytiques. — Si X, Y, Z sont les composantes de U : 

U =? X+f Y+~k Z, 

,. 7» dX dY dZ 

div U = — + — + — , 

ox ay az 

-x (dz arw r dx dz) -p (dY dx) r> 

r0tU= lYy-T Z ) 1 + ITz-Tx)J H Tx~dy) k - 



Proprietes. — 1° Si U = Cte, div U = 0, rot U = 0. 
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— > — ^ 

2° U et V, 2 vecteurs quelconques fonctions de M, 

div ( U + V) = div U + div V, 
— > — > — > — > 

rot ( U + V ) = rot U + rot V . 



3° m et U etant un nombre et un vecteur fonctions de M : 

— ^ ^ ^ 

div (mU) = m div U + (grad m ) U 
— ^ ^ 

rot (w U) = m rot U + (grad m) a U . 

4° div ( (7 AV)=ViotU-U rot V. 

— ^ 

5° rot (grad m ) = 0, div (rot U) = 0, div (grad m) = A m. 

— ^ > 

~ > - > — > — > _ H TJ A V 

6 ° grad ( U . V) = U A rot V + V rot U + — — + — — • 

dV d U 

— > — > — > AT/ A\f 

7° rot ( U a K) = U div V - V div U + ^ ^ • 

-4 -> dV dU 

8 ° rot (rot U ) = grad (div U ) - A U . 

5 / • / • . dU ~ > 

A etant l’operateur laplacien defini plus loin, — — = derivee de U suivant V 

(voir ci-apres). d y 

OPERATEURS. — Operateur laplacien : 

A =ii + £ + ii. 

dx 2 dy 2 dz 2 

Applique a une fonction scalaire m : 

. d“ m dm, d“ m 

^ dx 2 dy 2 dz 2 

Applique a un vecteur U : 

1 — ^ 1 — ^ 1 — ^ 

a~A d U d U ^d U 
A U = + + , vecteur. 

dx 2 dy 2 dz 2 

Operateur hamiltonien ou nabla 

> d -> d — * d 

V = i — + j — + k — • 

dx dy dz 



204 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



5 • Calcul vectoriel 
et calcul tensoriel 



5.3 Analyse vectorielle 



Applique a une fonction scalaire m : 

w Udm Udm ~Udm , 

V m= i — — I- 1 — — I- k — = erad m . 
dx dy dz 

— ^ 

Produit scalaire de V et du vecteur U : 

^ at/, du du 
v.u = div u = — : +-j+— 

dx dy dz 

— ^ 

Produit vectoriel de V et du vecteur U : 

-» ^fd U ' dU \ -y/d U dU \ -^>(d U v d U 

V A U = i ( — -r-^ ) + j ( — -3— ) + k ( -r— t - -r— 

Vdj/ dz J ' dz dx z ^ dx dz 



= rot U 



Derivee d’un vecteur suivant un autre vecteur : 

, 7> . C dU dU dU dU 

Derivee de U suivant V : — - = -r— K, + -r— V„ + -r— VC 

,7* dx x dy y dz z 



5.3.4 Formules de I'analyse vectorielle 

Circulation d’un vecteur u fonction de M : 

C’est l’integrale curviligne J zT* AM. En mecanique, c’est le travail de la 
force zT* . C 

Flux d’un vecteur sortant d une surface S (do, element d’aire) : 

C’est [ [ do, w* = vecteur unitaire de la normale, un sens positif 

ayant ete fixe. 

Formules fondamentales : 

1° THEOREME D’OSTROGRADSKY (ou formule de la divergence). 

S , surface fermee limitant le volume X. 



WA 



div U dx = 



L’integrale de la divergence d’un vecteur, etendue a un volume est egale au 
flux de ce vecteur sortant de la surface qui limite ce volume. 
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2° FORMULE DU GRADIENT. 



Ill ^ ra< ^ m ^ = \\ *** ' m ' 



3° FORMULE DU ROTATIONNEL : 

JJJ r °tK > dx = JJ n* /\u* do . 

J x J S 

4° FORMULE DE GREEN. — p et q etant 2 scalaires fonctions de M, 

JJJ {pAq — qAp)dx = JJ {p grad q— q grad p) n* do . 

5° FORMULE DE STOKES. — La circulation du vecteur z7* le long d’une 
courbe fermee C est egale au flux de son rotationnel sortant de S, surface deli- 
mitee par C : 



l 



U* dM = J f 



. rot u do . 



5.4 Calcul tensoriel 



5.4.1 Generalisation de la notion de vecteur 

Une suite de n nombres dans un espace R n , pris dans un ordre donne, cons- 
titue un vecteur. 

Tout vecteur de cet espace peut se mettre sous la forme 

->^1^2 ^ n 

x = e 1 x + e 2 x + ■■■ + e„ x , 

les vecteurs etant les composantes d’une base dans R n , x‘ etant les compo- 
santes du vecteur x . 

CHANGEMENT DE BASE. — Soit une autre base du meme espace R n , definie 
par les Ej. On a 

r I > 2. > n 

t: = a e, + a - e n +■■■+ a e , 

i i 1 i z in 

les a sont les projections des E sur les axes determines par les e. 
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On ecrit £’■ = ^ a'j : la composante selon l’axe j dans le systeme E est la 
i 

somme des termes dont l’indice inferieur des a est j et l’indice superieur 

toutes les valeurs de 1 a n. 

i, indice de sommation, s’appelle indice muet. 

Si l’on resout par les formuies de Cramer, on a 



e , = b\ E, + b, E~,+ 



' 1 1 

,1 



E 1 + 



E 2 + ■ 



+ b E 

1 n 



+ b E 

i n 



-^ E r 



Relations entre les a et les b. 

A*. 

j ^^1 • i.i 

b J : = —, A = determinant des a. A: = coefficient des a : dans A 
1 a y J 

(mineur avec son signe) ; 

B k 

a, = — , B = determinant des b, B, = coefficient des b , 

K B i ' ' 

b= a- 



= 1 si k = j, = 0 si k ^ j . 



Transformation des coordonnLes d’un vecteur V dans un change- 
ment de base : 



X‘ = ^ b‘jxi , f ^ JjX . 
j i 

Les nouveaux X (dans les nouveaux axes) se deduisent des anciens x (anciens 
axes) par les coefficients b qui donnent les anciens e en fonction des 
nouveaux E. 



PRODUIT SCALAIRE DE 2 VECTEURS : 



— > 
x 



— > 
y 



(x 1 e 1 












,)(/ e 

■1L' 



-ft) 



-» 

e- + •••, 
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que Ton ecrit : 

^ <v 9 * j y j ’ 



i et j prenant routes les valeurs de 1 a n. 

On ecrit encore cette sommation sous la forme abregee. 

x* = e- e- x’ xK convention d’Einstein . 

1 J 

TtNSEUR METRIQUE. — Par definition, c’est gij = e i e- 
Ensemble de n coefficients. 

NORME D’UN VECTEUR. — Produit scalaire d’un vecteur par lui-meme : 
=gjjx’x -J, qu’on ecrit (x* ) 2 = (Nx* ). 

Dans R , en coordonnees orthogonales, V A = x z + + z . 

Si fi = e-i = ••• = 1, la base est normee. 

-> -» -» -> 

En coordonnees orthogonales et normees, e- . e_ =0 si i ^ j et e ; - . e- =1 si 
*=/ 

Angle de 2 vecteurs (dans R ") : 




cos (p 



i i 

gq x y 



ij 



fj 



Jgij xx sjgijyy 

(rappelons toujours qu’il s’agit de sommations). 



5.4.2 Coordonnees contravariantes et covariantes 

Soit le vecteur x* = e- xK Formons le produit scalaire e i . : 

'i'*? = e i e j xi = gjj xK 

Cette derniere quantite s’ecrit gy x 1 = Xj, et s’appelle coordonnee covariante de 
-> J 
X . 

Signification geometrique dans R 2 : 

.X 2 = Cty , X 2 = ^2> 

Xj — Cty 5 X2 — d-2 ’ 

confondues en coordonnees orthogonales. 



208 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



5 • Calcul vectoriel 


5.4 Calcul tensoriel 


et calcul tensoriel 





Relations 

. . .. .. A) 

x i = gij xl > xl = g' 1 x i> avec g‘ ] = ~ ' 
g = determinant des gjj. 

Produit scalaire : x* .y* = x’ y;. 

Norme : ( Nx ) = gjj x' x J = g tJ X; Xj = x‘ Xj. 




5.4.3 Definition d'un tenseur 

Groupe de termes appeles composantes du tenseur (en nombre 3^ dans R ~ > ) 
chacune de ces composantes etant rattachee a 1, 2, 3 ou n axes de coordon- 
nees et tels que, dans un changement de base defini par les a et les b, les 
nouvelles composantes derivent des anciennes au moyen des formules de 
transformation suivantes : 

Si /, m, n sont les indices des nouveaux axes correspondant a i, j, k, des 
anciens, la composante 



^ 1 

n - Zj 



tu 



la sommation se faisant selon les indices de Fancienne base et en respectant la 
regie des indices muets (les indices superieurs correspondant aux compo- 
santes contravariantes, et les indices inferieurs aux composantes covariantes). 
La position des indices indique la variance. 

Le nombre des indices indique l’ordre p du tenseur. 

On a done des tenseurs entierement contravariants (ne comportant que des 
indices superieurs) ; des tenseurs entierement covariants (ne comportant que 
des indices inferieurs) ; des tenseurs mixtes (comportant les 2 sortes d’indices). 



5.4.4 Proprietes des tenseurs 

Addition. — Les tenseurs de meme ordre et de meme variance 
s’additionnent : + u‘l est encore un tenseur. 

Multiplication par un scalaire : rj X X = est encore un tenseur. 
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Multiplication de 2 tenseurs : etant donnes 2 tenseurs d’ordres et de variances 
quelconques, les divers produits d’une composante du premier et d’une 
composante du second sont les composantes d’un tenseur. 

Multiplication d’un tenseur d’ordre n par les composantes de n vecteurs de 
variances inverses et sommation des termes : on a un invariant. 

Relations entre les composantes covariantes et contravariantes d’un tenseur et 
transformation des tenseurs : 

Jfghk = ^ = J'j *1 & k (Disposition de l’indice). 

h h 

Tenseur de Kronecker. — Transformation du tenseur metrique en tenseur 
mixte : 

ij= 0 si **j et = 1 si i = j. 

5.4.5 Coordonnees curvilignes 

Soit un systeme de coordonnees curvilignes tel que (dans R^) : 

>?>?)> 

Si on exprime j/ 1 , />/ en fonction des x l , x 2 , s? : 

/ = &(**> X 1 ’ >?)> / = s(x 1 , x 2 , x 3 ). 

Les y sont les coordonnees du point dans un systeme de coordonnees defini 
par les surfaces g\= g 2 = g$ = 0. 

Condition. — II faut que le jacobien yV 0 , 

^Jx^Jx^fx 

~dy dy~ dy 

J= d j2 d j2 d jl 

d_/ dy dy 

d_y' dy d y 
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On definit le repere naturel dans ce systeme par 

3 

— (dans les systemes des xq x 2 x 3 ). 



dZ dx 3 

dy 1 dy 1 dy 1 



Tenseur metrique appele ici tenseur fondamental : e- fy . 
Element lineaire 



As = 



Yj&ij d y‘ d /- 



5.4.6 Symboles de Christoffel 

Determinons, par rapport a un repere R attache au point M{x ! ), le repere simi- 
laire ( R') relatif au point infiniment voisin M\ de coordonnees curvilignes 
x‘ + dx\ 

Les composantes du vecteur e-, dans la base R, sont : <0* , (OJ , (0 ” infini- 
ment petits, combinaisons lineaires et homogenes des dx*, Ax? 1 . 

On pose CO^ = T k ir Ax r . D’ou 

de- = CO - e k = T ir e k dx . 

Ces T k - au nombre de (dans R’’) sont appeles symboles de Christoffel. 
On a 

k k h 

ij ji ’ ^ ikj ~ Shk ij ’ 1 ikj ~ ^ jki * 

Les quantites sont symetriques par rapport a leurs indices inferieurs ; et 
les T ikj sont symetriques par rapport a leurs indices extremes. 

Explicitation des symboles de Christoffel. 

On a : 

dg-- 

1 jik + 1 ijk - u’ 

dx 

Y jki = r ikj = 2 ®iSjk + d jgki- < 

DlFFfiRENTIELLE ABSOLUE D’UN VECTEUR OU D’UN TENSEUR : 

DV= e i (AV i + CO^ V ,T ). 



ou ^kgij- 
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Composantes contravariantes de la differentielle absolue : 

V k V i = d k V i +T i kh V h , avec 
Composantes covariantes de la differentielle absolue : 

\ k v, = -d k v,-r b ki v h . 

THfiORfiME DE RlCCI. — La differentielle absolue du tenseur fondamental gjj 
est nulle. 
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6 • GEOMETRIE 



6.1 Birapport, critere de cocyclicite 



Birapport ou rapport anharmonique 

Birapport de quatre droites concourantes 

On considere quatre droites d\, d 2 > d 3 et ^4 , concourantes en O et une 
droite A secante aux quatre droites en quatre points distincts A, B, C et D. 
On definit le birapport on rapport anharmonique de ces droites : 



[A,B,C,D] 



AC BD 

bc'ad' 



On rappelle que AB designe la mesure algebrique du vecteur AB sur une 
droite (A; / ) , ott i est colineaire a AB , et vaut ±AB, selon que le vecteur 
AB a meme sens ou non que le vecteur i . 

Le birapport [A, B, C, D\ est independant de la secante A et ne depend done 
que des positions relatives des droites d\ , d 2 , d 3 et <34. On le notera done \d\, 
do, dy <34], plutot que [A, B, C, D], 

Lorsque le birapport de quatre points alignes vaut — 1 , on dit que ces quatre 
points sont en division harmonique. 

Critere de cocyclicitL de quatre points 

On se place dans le plan rapporte au plan complexe. On considere quatre 
points A, B, Cet D, d’affixes respectives a, b, cet d. Leur birapport est defini par : 



[A,B,C,D] 



c — a d — b 
d — a c — b 
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du triangle 



Pour que A, B, C et D soient cocycliques, c’est-a-dire situes sur un meme 
cercle, il faut et il suffit qu’ils verifient : 

1 ° [A, B, C, D\ est un nombre reel. 

2° La parde imaginaire du nombre complexe ( b — a)(c — a ) est non nulle 
(sinon, ces quatre points seraient aiignes). 



6.2 Geometrie et formules 
du triangle 

Theoreme de Menelaus. — Relation entre 
segments determines sur les cotes d'un triangle 
par une secante 

NC RB IdA _ 

NB'PA'm:~ 






Theoreme de Ceva. — Relation entre 
segments determines sur les cotes d’un 
triangle par des droites concourantes 
issues des 3 sommets : 

NC PB_ MA 

nb'pa'mc^ 

Theoreme de Stewart : 

AB 2 n5±AC 2 M) 

= AD 2 JiC± BCNDJDB, 
± suivant que D interieur ou exterieur a 

{BQ. 

Si (AD) est mediane : 

^45 2 + AC 2 = 2 AD 2 + 2 DC 2 

b 2 + c 2 = 2m 2 +—. 

2 
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du triangle 





Droite de Simson. 

Les pieds des perpendiculaires abaissees 
d’un point du cercle circonscrit a un 
triangle, sur les cotes de ce triangle sont 
en ligne droite. 

Les droites de Simson de 2 points 
diametralement opposes du cercle sont 
perpendiculaires. Le lieu de leur point 
de rencontre est le cercle des neufs 
points du triangle. 

Cercle des neuf points. 

Cercle passant par les milieux des cotes, 
les pieds des hauteurs et les milieux des 
segments des hauteurs compris entre le 
sommet et l’orthocentre. Rayon : Rl 2, 
R rayon du cercle circonscrit au triangle 
ABC ; O centre du cercle circonscrit ; H 
orthocentre ; G, point de concours des 
medianes ; (0 = centre du cercle des 
9 points. O, H , G , (0 sont 4 points 
alignes (droite d’Euler) 

OC0 = OH 12, 

GO =2G(0 = GH! 2. 



D’ou OG = 2OC0/3 ■ Les 4 points O, G, CO , //forment une division harmo- 
nique. (leur birapport vaut - 1). 

Proprietes du cercle des 9 points : 

Le cercle des 9 points est tangent au cercle inscrit et aux 3 cercles exinscrits au 
triangle (theoreme de Feuerbach). 

Les 3 triangles formes par les sommets A, B, C et l’orthocentre H ont meme 
cercle des 9 points. Ce dernier est done tangent aux 16 cercles inscrits et 
exinscrits a ces 4 triangles. 

Le lieu geometrique des centres des hyperboles equilateres passant par les 
3 sommets d’un triangle est le cercle des 9 points de ce triangle. 
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du triangle 



6.2.1 Relations algebriques et trigonometriques 
dans le triangle 

Triangle rectangle : 

a 1 = b 2 + c 2 , theoreme de Pythagore. 




Triangle quelconque : 

a, b, c longueurs des cotes ; A , B , C, angles. 

R = rayon du cercle circonscrit. 

r = rayon du cercle inscrit. 

p = demi-perimetre = — (a + b + c). 

2 

h a = hauteur issue de A. 

O = centre du cercle circonscrit. 

G = point de concours des medianes (centre de C 
gravite). 

r a = rayon du cercle exinscrit dans Tangle A. 
b a b' a = bissectrices interieure et exterieure de Tangle A. 




Relations geometriques : 
Surface : 



ah a bhf, 
2 ~ 2 




sjp(p~ a )(p-b)(p-c) 



V r-r a -r b -r c = 



abc 
4 R' 



Rayon du cercle inscrit : 



r 



abc _ S 
ARp p 



\p-a)(p-b)(p-c) 

P 
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du triangle 


Rayon du cercle circonscrit : 

n a ^ c 




abc 1 / 

= = —\r / . + r b + r r -r) 

AS 4 ya b c ’ 


^p{p-a)(p-b)(p-c) 
Relation: R 2 - OG 2 + ^ + ^ + ^ . 



9 



Rayon du cercle exinscrit dans Tangle A : 



r - P r~ 1 


lp(p 


-b)(p-c) 


r a ~ r ~A 

p-a ^ 


1 


[P~‘ 


a ) 



: p tan- 



Mediane : m a = ^2 [b 2 + c 2 'j- a 2 ■ 

Bissectrice : b a = -^-—yjbcp(p- a) = j-^—^Jbc ( b 2 + c 2 j- 



Relations : ml + ml + ml = — ^ a" + b 1 + c 2 j , 



1 _ 111_111 

r r a r h r c h a h b h c ’ 
1 _ i i 1 

r a h b h c h a 



Relations trigonometriques : 




sin^4 sin5 sinC 
a = cosC + ccosB, 



tt - b" + c 2 — 2 be cos A , 
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du triangle 



a 1 = (b- c) 2 - 4 be cos 2 - = {b- c) 2 + Abe sin 2 — , 



tan^4 : 



asinC 
b— cos C 



p — a 



{p-b)(p-c) 
pip- a ) 



■ A \(p-b)(p-c) A p(p-a) 

sin — =. — cos — = . — 

2 V Zc 2 \ be 



. , r „- A ~ B rn-. A ~ B 

a + b cos 2 cos 2 



a+b 



a-b sin^-^ sin 



2 

A-B 



a + b tan 



2 . 

A+B 

2 



cosf 



tan^ 



v4 



5 C 



5 



C 



S = p tan — tan — tan — = r^cotan — .cotan — .cotan 
r 2 2 2 2 2 2 



2 ABC A A 

■ r„ cotan — tan — tan — = it,, cotan — = ru.r, tan — 

222 2 2 



= 2R 2 sinA sin B sin C, 

45 = tf^cotan^ + 6"cotan5 + c 2 cotanC, 

25 = R[picosA + bcosB + ccosCj. 

psm4r r cos 4 r a cosy ~ I 25sinv4 

cos 4 cos y sin y sin y cos 4 cos y V sin 5. sin C 

Z 1 p — a 

4 cos y cos 4 cos 4 4sinysin4cosy 
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du triangle 



, , A A B C A m B . C 

r = I p — a I tan — = Stan — tan — tan — = 4.«sin — .sin — .sin — 
' 2 2 2 2 2 2 2 



rzsin^-sin^ 

cosf 



A , C , , B ^cosfcosf 

r a = / tan — = yp — bj cotan — = yp — c) cotan— = ~ 



K = 



, n . A B C B C 

■ 4Ksm — cos — cos — = r cotan — cotan — , 

2 2 2 2 2 

a sin B sin C _ 2/>sin^sin^’ _ 2rcos|xos^ _ bcsinA 



sin2l 



cosf 



2r.sin4sin^ ~ ~ 

: , — — = 2i?sin5sinC. 

sin^- 



2bc A 2 be . A b, B — C 

b,,= cos — , by = sin — , — = tan . 

" b + c 2 a b-c 2 by 2 



Relations pnrement trigo?iometriques (A + B+C = 180° ) : 

^ ABC 

sinA + sin5 + sinC = 4cos — cos — cos — , 

2 2 2 

^ ~ ,, ABC 

cosA + cos B + cos C = 4 sin — sin — sin hi, 

2 2 2 

~ A . B C 
smA + sin5 — sinC = 4 sin — sin — cos — 

„ „ „ ABC 

cosA + cos B — cos C = 4cos — cos — sin 1, 

2 2 2 

sin" A + sin~ B + sin“ C = 2 cos^4 . cos B. cos C + 2, 
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du triangle 



sin '“A + sin~ B — sin C = 2 sinAl . sin B. cos C, 
cos~A + cos^ B + cos^ C +2 cosAl . cos B. cos C = 1 



tanA + tan B + tan C = tanA . tan B. tan C, 

A B C A B C 

cotan — I- cotan — h cotan — = cotan — .cotan — .cotan — , 
2 2 2 2 2 2 

cotanAcotan5 + cotanAcotanC + cotan AcotanC = 1, 
sin2A + sin 25 + sin2C = 4sinA .sin 5. sin C, 
sin 2 A + sin 2 B — sin 2 C = 4 cos A . cos B. cos C. 



6.2.2 Relations metriques dans les polygones 

QuadrilatEre inscriptible 
Cotes a , b , c, d. Rayon du cercle circonscrit : R. 



S = — twwsina = ^J(p — a)(p — b)(p — c){p — d), p = 

A Up — a)(p — d) B I (p — b) p — a) 

2 \ {p-b){p-c) 2 ]j(p-c)(p-d) 

a Up — b)(p — d) 

tan— = — , 

2 (p — a)(p — c) 

2 S 

sina = , 2 R — , 

ac + bd sin A 

{ad + bc)(ac + bd) (ab + cd)(ac + bd) 

> n= > 

{ab + cd ) \j {ad + be) 




A = angle DAB . 

B = angle ABC etc. 
a = angle des diagonales. 
m, n, longueurs des diagonales. 
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6.2 Geometrie etformules 




du triangle 



Theoremes de Ptolemee : 

m ad + be 

m.n = ac+ bd, — = 

n ab + cd 

POLYGONES RfiGULIERS 

(c, cote ; a, apotheme ; R, rayon du cercle circonscrit ; S, surface.) 

Rappelons que Fapotheme designe la distance du centre d’un polygone regu- 
lier a n’importe lequel de ses cotes. 



Polygones 


Cotes 


Apothemes 


Surfaces 


Triangle 


Rj 3 


R 

2 


| /?2 73 


Carre 


rJi 


R 72 
R 2 


2 R 2 


Pentagone convexe .. 


1^10-275 


§(75 + 1) 


|r 2 7io + 275 


Pentagone etoile 


|7lO + 2V5 


§(75-1) 




Hexagone 


R 


"1 


§« 2 73 


Octogone convexe .... 




§72 + 72 


2R 2 J~2 


Octogone etoile 


rJi + Jl 


§72-72 




Decagone convexe ... 


f(V5-1) 


§710 + 275 


^§-7l0-275 


Decagone etoile 


§(75 + 1) 


§7io - 275 




Dodecagone 
convexe 


§(76-72) 


§(76 + 72) 


3 R 2 



II y a antant de polygones reguliers inscrits de n cotes que de nombres premiers 
avec n et inferieurs a nl 2. 

La somme des angles d un polygone quelconque de n cotes est egale h 2(n—2) 
multiplie par la mesure d’un angle droit, soit 90 °. 
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6.3 Geometrie analytique 

6.3.1 Geometrie plane 

Formules generates. Coordonnees cartesiennes 

On notera R 2 le repere cartesiens considere, d’axes perpendiculaires ou non. 

a) Axes quelconques : OM = 1 . 

le couple (x, y) designe des coordonnees de M. 

sin a 

y = mx, avec m = — 

sin(9 — a) 

est l’equation de la droite (OM) dans 
le repere. 

sin(9 — a) sina 

a = ; , b = ~ , 

sin 9 sin 9 

^sin9 

tana = . 

a + 6cos9 

b) Repere orthonorme. 

b = ^tana. 

Changements d’axes. Coordonnees quel- 
conques. 

Meme origine: (Ox, Oy) = 9 , 

(Ox, Ox') = a ,(Ox,Oy') = (3. 
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6.3 Geometrie analytique 



— a) + j'sin(0 — (3) 

sin0 

x'sinOt + j/sinP 
sin0 

xsinB — ysin(0 — B) 

X = ; , 

sin(P — a) 

ysin(0 — a) — xsina 

y - ; . 

sin(P — a) 





• • TC 7X 

Axes perpendiculaires 0 = — ; R — OC. = — : 

2 2 



x = x cos a — j/sina, 
y = x'sina + y' cosa; 



II 



/ 

X 

/ 

y 



xcosa + ^sina, 
jcosa — xsina. 



Si I’origine n’est pas la meme, il suffit d’ajouter x 0 , y 0 (coordonnees de 
l’ancienne origine O par rapport aux nouveaux axes) aux coordonnees des 
formules II. 

DISTANCE DE DEUX POINTS ET M 2 de coordonnees respectives ( Xj ,y 2 ) 
et (x 2 ,y 2 ). 



d 2 = (xj - x 2 ) 2 + (yi - y 2 ) 2 + 2{x x - x 2 )(y 1 - y 2 ) cos0 

(0 : angle des axes de Rt), 

d 2 = (xj - x 2 ) 2 + (y { - y 2 ) 2 + (z x - z 2 ) 2 

(axes orthonormes de R$). 
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6.3 Geometrie analytique 



ANGLE DE DEUX DIRECTIONS (axes orthonormes). 

Dans R 2 : S^tXj, P j ), 8 2 (a 2 , ( 3 2 ), (Sj, 8 2 ) = cp 



coscp = 



sincp = 



aja 2 + PjP 2 




a iP2 K 2ftl 

J a l + Pi J a 2 + P 2 



ajP 2 - a 2 Pj 
a x a 2 + P^t 



Aire du triangle M x M 2 M 3 dans R 2 . 



x l 


y 1 


x 2 


yi 


x 3 





( 0 , angle des axes de R 2 ), avec M x , M 2 et M3 trois 
1 sin0, points de coordonnees respectives (x x , y x ), ( x 2 , y 2 ) 
1 et (x 3 ,y } ). 



Volume d’un tetra£dre M x M 2 M 3 M 4 dans R 2 . 





x i 


yi 


z \ 


1 


1 


x 2 


y 2 


z 2 


1 


6 


x 3 


y 3 


z 3 


1 




X4 


V 4 


z 4 


1 



(axes orthonormes). 



6.3.2 La droite 
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La droite dans le plan 

On se place dans un repere orthonorme R 2 . 
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6.3 Geometrie analytique 



Representation parametrique. 

Tout point M(x , y) de la droite passant par Mg(x 0 ,jj/ 0 ) de vecteur directeur 
u (a, (3) verifie : 

> -> (x = x Q + px 

il existe un reel p tel que M Q M = p « <=> < 

[j = j 0 + PP 



Equation cartesienne. 

La forme la plus generale est ax + by + c = 0 , avec a, b, c trois nombres reels 
et ( x,y ), les coordonnees d’un point M de la droite. Une telle droite admet 
pour vecteur directeur u i—b,a) et comme vecteur normal (orthogonal) 
v ( a , B). 

Si la droite n’est pas verticale (c’est-a-dire b^- 0 ), on peut mettre son equa- 
tion sous la forme : y = mx + p , oil m est appele coefficient directeur ou pente 
de la droite. p est l’ordonnee a l’origine, ce qui traduit que le point de coor- 
donnees (0, p) appartient a cette droite. 

Pente de la droite. 

Si Ton s’est place dans un repere orthonorme (O; i , j), on appelle 0, Tangle 
oriente 0 = (/ ,«) , u designant un vecteur directeur de la droite consideree. 
Alors, avec les notations precedentes : 



0 = m = — 



a 

b 



Droite passant par My{x^,yy) et Mff^x^y-i) > avec x \ ^ x 2 ■ 



Tout point M{x, y) de cette droite verifie : y ~ y\ — — — — (x — Xj), qui 
s’ecrit aussi : x 2~ X 1 



x y 
x \ J\ 

x 2 y 2 



i 

i 

i 



= o. 
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6.3 Geometrie analytique 



Condition pour que trois points yi) , M 2 (x 2 ,y 2 ) et soient 

alignes. 

X 1 y\ 1 
x 2 yj 1 = °- 

x 3 y-i 1 

Intersection de deux droites 

Di = ct\x + byy + c\ = 0, D 2 = a 2 x + b 2 y + c 2 = 0. 

c 2 . 

a.\ £■[ 



droites confondues, 



ti 2 b 2 c 2 . , 

— = — ^ — : droites paralleles, 

a\ bi ci 

a 2 b 2 . . , 

— ^ — : droites secantes 

O-i by 

Condition pour que trois droites soient concourantes : 

by Cj 

a 2 b 2 c 2 = 0 



DROITE EN COORDONNfiES POLAIRES : 
Droite passant par le pole : 0 = a. 

Droite ne passant pas par le pole, mais 

perpendiculaire a Ox : r - 



S0 

Equation generale: 

1 a 

— = tfcosS + »sin0 ou r — 

r cos(0 — a) 

a = distance de l’origine a la droite; 
a = angle de la perpendiculaire a la droite 
avec Ox . 
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6.3 Geometrie analytique 



Droite definie par un point A(a, a) et 
Tangle que forme avec elle le rayon vecteur 
de A : 



1 

r 



— cos(0 — a) — 
a 



cotanV 

a 



sin(9 — a). 




PROPRIETfiS MfiTRIQUES. Axes Orthonormes. 

Distance du point M j (x x ,y x ) a une droite d’equation cartesienne : 



ax + by + c = 0: d = 



| ax\ + byi + c\ 

\la 2 + b 2 



Bissectrices de deux droites d’ equations cartesiennes respectives 

apx + \y + c j = 0 et apx + b 2 y + c 2 = 0 : 



a x x + t\y + c + a 2 x+ b 2 y + c 2 _ n 

yfaf+tf yja-2 + b\ 

Angle de deux droites : V = (D x , D 2 ) 



Coefficients directeurs : m x et m 2 : tanK 



m 2 ~ m \ 
1 + m x m 2 



Droites 



[a x x+ b x y+ 
\a 2 x+ b 2 y+ c 2 



= 0 
= 0 



tan V = 



a x b 2 — a 2 b x 
a x a n + b j b 2 



Conditions orthogonalite de deux droites : 

1 + m x m 2 = 0, ou a x a 2 + bib 2 = 0. 
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6.3 Geometrie analytique 



Axes obliques d’ angle 0 

^ (axi + byi + f)sin0 
+\/a 2 + b 1 - 2<*£cos0 
ayx + \y + c 
y[a f + b\ — 2 a\l\ cos0 
(m 2 — rwi)sin0 

tanl/ = 

1 + m 2 mi + (mi + m 2 ) cos0 

(d\b 2 — ^ 2^1 ) sin 0 



a 2 x + b 2 y + c 
a 2 + b 2 — 2a 2 b 2 cos0 



tanK = - 



aia 2 + bib 2 — (aib 2 + a 2 t>i)cosQ 



1 + rriim 2 + ( twj + w 2 )cos0 = 0 
a \ a 2 + W^2 ~ ( a \^2 + r?2^i)cos0 = 0 



Droite passant par 2 points ( q, 0j ) ; ( r 2 , 0 2 ) : 

— cos0 sin0 
r 

— cos0i sin0j =0. 

n 

— cos0i sin0 9 
r 2 

6.3.3 Courbes d'equations y = f(x), avec f derivable 

Tangente EN M Q [xQ,y Q = f(x 0 )} . 

y-yo = f'(x 0 )(x-x 0 ). 
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6.3 Geometrie analytique 



Normale en M 0 (axes orthonormes) [x 0 ,y 0 = /(x 0 )] , si f'(x 0 ) * 0 . 

y~~yo = 777 \ (x — Xq )• On pose y' 0 = f '(x Q ) . 

J (*o) 




Tangente : MT = y °^ 1 + y ° 

y' 



Normale : MN = yoJl + Jo 



CONCAVITfi ET INFLEXIONS AU POINT (x 0 J 0 ). 
On pose Jq = / v, (x 0 ) . 

jo > 0, concavite vers les y positifs; 

jy < 0, concavite vers les y negatifs ; 

Jo = 0 yfi'it 0, point d' inflexion 

On pose y ( Q ] = / W (x 0 ) ■ 



yfi =yo 1 ) (o) = o 

j W (0) ^ 0 



pair point d' inflexion 

jo”^ > 0 concavite vers les j positifs, 

n impair 

( Jo < 0 concavite vers les j negatifs. 



Asymptotes. 

/(a) 

y = mx+p, avecm= lim , p = lim [f(x) — mx]. 

x—>°° X x—>°° 



si ces limites sont finies. 



Utiliser de preference les developpements limites de 
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6.3 Geometrie analytique 



6.3.4 Courbes definies parametriquement 



x = f(t),y = g{t), avec/et gregulieres sur leur intervalle de definition. 

OM = f(t)i + g(t) j =U ( t ). 

Notations : 

U^ = U^(t 0 ) 

4° = /% o) 
yo ) = g (,) (*o) 

M^M = m - UUo) = (t - tojuZ + ^^'+- .. ■ - + ilZ j^(W > + £) • 



Tangente EN Af 0 (t 0 ) . 



U'^O, 



x-x 0 _ y — yp 



x o 



y o 



coefficient directeur m = — 
/ 



-> ->« -> ( n — 1 ) ->->(«) -AX Xr. 

Uo= Uo = ... Uo = O, Uo *0 - 

v(») 



. /-/o 

v (») 



NORMALE EN M 0 (axes orthonormes). 

Uq^O: x' 0 (x-x 0 ) + y' 0 (y-y 0 ) = 0. 




CONCAVITfi EN UN POINT ORDINAIRE (c’est-a-dire tel 
que Ul±0). 

U(,aU$* 0 : courbe du cote de Uq par rapport a la tangente. 

Uq a f/g = O, Uq a Uq'& O : inflexion. 
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6.3 Geometrie analytique 



Pratiquement : inflexions donnees par, 

n dm J y I 

xy ~yx — 0, ou = \J\m = — I . 

At \ xi 

dm 

N. B. — L’equation de = 0 admet aussi des solutions en t correspon- 

dant a des points a l’infinif^ 

Point stationnaire (Uq = 6 soit *o = jo = 0 ). 



Ufi*0, Uq a t/gV O : 
rebroussement de premiere espece. 



UZ*0, 



Ufi a * O : 



rebroussement de deuxieme espece. 

Generalement : Uo premier vecteur derivee non 
nul. 

Uo premier vecteur non nul et non colineaire a Uo 




p impair, 


q pair, 


p impair, 


q impair. 


p pair, 


q impair, 


p pair, 


q pair, 



Points doubles. 



apparence ordinaire; 
inflexion; 

rebroussement de premiere espece ; 
rebroussement de deuxieme espece. 



l’une des equations peut etre remplacee par 

g(tl) = g(t2)’ 



fih )_ = fM, 

g(* i) g(h) 

h ^ *2 > ou q ^ t 2 + T (T: periode commune de fe t g) . 
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6.3 Geometrie analytique 



6.3.5 Courbes algebriques f(x, y) = 0 



Equation implicite 

POINT ORDINAIRE Mq ( x 0 ,y 0 ) appartenant a la courbe d’equation 
f(x,y) = 0 . 

Tangente : (x - x 0 )f' o + {y- y 0 )f' o = 0 . 

Normale : — — — = — — — . 
fxo f'yo 

N. B. — Ces equations sont valables pour une courbe non algebrique 
d’equation non resolue f(x,y)— 0 . 

Point multiple. 

Point de multiplicity p si toutes les derivees d’ordre p— 1 (et d’ordre inferieur) 
sont nulles en ce point. 

Point h I’origine des coordonnees : 

f{x,y) = cp n (x,y) + + ■■■ + (p fi (x,y) = 0 

( tpx? > polynome homogene d’ordre k). 

L’origine est un point de multiplicity p. 

Faisceau des tangentes en O : cp p(x,y) = 0 . 

Asymptotes : f(x,y) = (. p„(x,y)+(p„_ 1 (x,y)+--- ■ 

Directions asymptotiques : (p n (x,y) = 0 . 

Asymptotes paralleles ci Oy : Leurs abscisses annulent le coefficient de la plus 
haute puissance de y dans f(x,y ) . 

Asymptotes paralleles h Ox : Leurs ordonnees annulent le coefficient de la plus 
haute puissance de xdans f(x,y) . 

Asymptotes obliques : y = mx + p , 

avec tp K ( 1 , m) = 0 et p annulant le coefficient de la plus haute puissance de 
xdans f{x, mx+ p). 
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6.4 Proprietes metriques des 




courbes planes 



6.4 Proprietes metriques des courbes planes 

On se place dans un repere orthonorme. 

Soit C, une courbe plane reguliere parametree (au moins localement autour 
du reel r 0 ) par le reel r. Cette courbe est decrite par l’ensemble des points 
M{t). On definit l’abscisse curviligne d’origine t 0 de cette courbe, notee r, 
par : 



s(t) = 

Vecteur tangent unitaire t . 

{Ox, 7) = a 

En coordonnees polaires : 

{Ox,r) = 0, ( r,t) = V 



I" 


dOM 


'o 


dr 




dx = 




dy = 



dr. 



dr = dr cosC, 
r d0 = dr sin V. 



Vecteur normal unitaire V . 



dr 

da 



v se deduit de r par une rotation de H — : = — r 

2 da 

Rayon de courbure algebrique p : 

dr dr ? d? r 



da dr p dr 



Centre de courbure C. 



MC = Rn = pv, 



v ■ dy 

X = x — psina = x , 

da 

dx 

Y = y + pcosa = i/H 

da 
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6.4 Proprietes metriques des 




courbes planes 



DfiTERMINATION PRATIQUE DE R ET C. 
Courbe y = f(x) : 



R = 



(l + /f 2 



X — x — y 



i . '2 

A+y 



C 



\Y = y + 



1 + y 



Courbe 



x = f(t) 
Y = g(tY 



R = 



(**+/ T 



,2 , /2 

t > x + y 

X = x-y — 



| / // / // | 

I AT J/ ~ J/X | 



c 



. . . / // 

*7 — y x 



,2 i '2 

j)/ = _y + x — 



n / // 

x y — y x 



Courbe r = f(G) : R = , , . 

r + 2 r — rr 

Courbe enveloppe de # cos 0 + y sin 0 — p(Q) = 0 : 

i?=|/>+/'(e)|, mc=-{p+p")\ 

MC = projection de R sur r; ( Ox,r ) = 9. 
Courbe passant par Forigine et tangente a Ox : 

R = — = lim — , 

y'o 2 y 




Courbe passant par Forigine et tangente aOy : 

R= lim — . 

AT— >0 2x 
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Longueur d’un arc de courbe : 

r b 

EUe est definie par L- I dr . 

a 




En representation parametrique : 




a 



6.5 Courbes en coordonnees polaires r = f (0) 

Equations particuliLres 

Droite: - = acosQ + bsm§ ou i = ^4cos(0 - a) » 
r r 



0 = 9q : i droite passant par le pole. 
Cercle passant par le pole : 

r = acosQ + bsinQ ou r = ^4cos(0 — a). 



Cercle quelconque : r 2 - 2r(^cos0 + /'sin©) + c = 0 • 
Conique de foyer an pole : 



r = (axe focal Ox\ e, excentricite) 

1 + e cos 0 

ou 

— = a cos 0 + b sin 0 + c (axe focal quelconque) 
r 



axe focal quelconque, directrice : — a cos 0 + b sin 0 . 

r 
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6.5 Courbes en coordonnees 




polaires r = f (0) 




Tangente au point ( r o 0g ) : 

«10 r 

V = (r,MT) tanV = = -. 

dr / 

Equation : 

( \ / 

— sin(0 — 0 O ). 

rleo 



Normale an point (rg0o ) 

— = — cos(0 — 0g) + — — sin(0 — 0 O ); sous-normale ON = 

P r 0 % 0 O 



Concavite et inflexions. 



Concavite vers le pole : 


1 


i \ // 

1 1 


— 


— + — 


r 


r \ r 1 



>0, ou r + 2/ 2 — rr" > 0 



11 ? 

Inflexions : — + — =0, ou r + 2/ 2 — rr" = 0, 



dx 

ou encore — = 0, a = 0 + V = (Ox, MT). 
d0 




Branches infinies (non spirales). 

OK= lim OH = lim rsin(0 — 0j) 



0^e, 

l 

'll 

lr 



e^e, 

2 
r 

/ 

r 



' 0 = 6 , 



mesure sur QY 0, + - 
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6.6 Problemes relatifs au cerde 



Lojigueur d’un arc de courbe en coordonnees polaires : d s 2 = dr 2 + r 2 (d0) 2 . 
Homothetie : Si r = f{Q), la courbe homothetique de rapport Ke t de centre 
O est p = Kf(Q) . 

Inverse : p = — - . 

/(e) 



6.6 Problemes relatifs au cercle 



1° Lieu GEOMfiTRIQUE DES points dont le rapport des distances a 2 



points fixes est constant et eeal a = K . 

F B MA 

Cercle de diametre [CD], C et D etant les 

points CB + K CA = O et DB — K DA — O . 

2° Lieu des points dont la somme des 
CARR fiS des distances a 2 points fixes est 
constante : 

MA 2 + MB 2 = K 2 . 

Lieu de M: Cercle de centre O, milieu de 
[AB\ et de rayon 

2 K 2 AB 2 

R 2 = . 

2 4 





A 0 B 



3° Puissance d’un point M par rapport A 

UN CERCLE : 

Produit P = MA.MB pour un point donne 
M et un cercle donne de rayon R. 

P = D 2 - R 2 ; D = OM, 

P - ~MT 2 ■ 
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4° Axe RADICAL DE 2 CERCLES : Lieu des 
points ayant meme puissance par rapport 
aux 2 cercles. C’est une droite, lieu des 
points d’oii Ton peut mener des tangentes 
egales aux 2 cercles. Si les 2 cercles se 
coupent, c’est la corde commune. 

Si les cercles ne se coupent pas, c’est la 
droite qui joint les milieux des tangentes 
communes, limitees aux points de contact. 

5° CENTRE RADICAL : Point de rencontre 
des axes radicaux de 3 cercles. Point d’ou 
Ton peut mener 6 tangentes egales aux 
3 cercles. Centre du cercle orthogonal 
aux 3 cercles. 

Relations analytiques dans le cercle 

Equations parametriques. 

Centre (a, b), rayon R. M(x, y) est un point de ce cercle : 

1-t 2 

x — a + i?cos9 = a+ R tt , 

l + r 

2 1 

y = b+ i?sin9 = b + R 

1 + t 

Le parametre est 0 6 [0, 2jt] ou t £ R 
Tangente en un point de parametre 0 : 

(x — a)cosQ + (y — £)sin0 — R = 0, 

xcos0 + jy sin0 — R = 0, si O est le centre. 

Equation cartesienne. 

( x — a ) 2 + (y — b) 2 — R 2 = 0, x" + y“ — R 2 = 0 si O est le centre, 
ou f(x,y) = x 2 + y 2 - lax- 2by + c = 0 (R 2 = a 2 + b 2 - c). 

La courbe d’equation F(x, y) = Ax +2Bxy+Cy +2Dx+2Ey+F=0 ; 





238 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



Geometrie 



6.6 Problemes relatifs au cerde 



est un cercle si 



A = C, 5 = 0. 



Tangente en Mq{xq,)Iq) au cercle d’equation f (x, y) = 0 : 

xx o + yyo ~ a ( x + x o) — b(y + yo) + c = 0. 
Puissance de M ^ x ^ y ^) , par rapport a un cercle : 

Cercle d’equation F(x,y) = A(x 2 + y 2 ) — 2 Bx — 2 Cy + D = 0, 

ou f(x,y) = x 2 + y 2 - 2ax — 2by + c = 0. 

La puissance de M\ par rapport a ce cercle vaut : 

Axe radical de deux cercles (m£me notation) : 
Hx 1 y 1 _^x 1 y 1 qu 

A 4 7 1 

ou 2(<? — a{]x+ 2(b — l\)y — (c — q) = 0. 

Angle de deux cercles : 

V, angle des rayons aboutissant a un point commun. 

_ 2aa.\ + 2b\ — c — q 



Cercles orthogonaux : 

2aa\ + 2bb\ — c — c\ = 0. 

Cercles en coordonnees polaires. 

Cercle passant par le pole : r = d cos(0 — a) , 
d = diametre du cercle ; a = angle du 
diametre passant par le pole avec l’axe 
polaire. 

Si a = 0 : r = <s!cos0. 

Cercle quelconque, rayon R : 

r 2 + a - 2 ar cos(0 — a) = $ , 

( a , a coordonnees polaires du centre). 
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6.7 Coniques 

Les coniques forment une famille de courbes planes resultant de [’intersection 
d’un plan avec un cone de revolution. On se place done dans le plan rapporte a 
un repere orthonorme R 2 de centre 0(0, 0). On considere une droite (d) et un 
point .Fqui n’appartient pas a cette droite. Soit e, un reel strictement positif. 
DEFINITION. — On appelle conique de droite directrice (d), de foyer F et 
d’excentricite e, l’ensemble des points M du plan qui verifient : 

MF 

ME ~ e ’ 

oil ME designe la distance de M a la droite (d). 

On distingue differents types de coniques suivant les valeurs de e 

- Si 0 < e < 1, l’ensemble des points M est une ellipse. 

-Si e= 1, 1’ensemble des points Me st une parabole. 

- Si e> 1, 1’ensemble des points Me st une hyperbole. 

- Si Fe st sur (d), on obtient des coniques degenerees (se reduisant a des 
droites ou des points). 

Point de vue analytique 

Les coniques sont des courbes planes algebriques du second ordre, e’est-a-dire 
les courbes planes decrites par M ( x , y), oil x et y resolvent l’equation polyno- 
mial du second degre : 

f ( x,y ) = Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, 

ou A, B, C, designent des reels non tous nuls, et D, E et .Fdes reels quelcon- 
ques. Le genre de la conique se determine a l’aide de la regie suivante : 

-Si B 2 — AC > 0 , la conique est du genre hyperbole. 

-Si B 2 — AC = 0 , la conique est du genre parabole. 

-Si B 2 — AC < 0 , la conique est du genre ellipse. 

En general, on recherche l’equation reduite de la conique. En effectuant une 
rotation et/ou une translation du repere R 2 , il est toujours possible de faire 
disparaitre des termes de l’equation generale du second degre. Voici la methode : 
1° On fait subir au repere une rotation d’angle 0, bien choisi pour que le 
terme B disparaisse dans l’equation generale. On vient done de voir que Ton 
peut toujours ramener l’equation de la conique a une equation de la forme 

Ax ' “ + Cy " + Dpx + E^y + F\ = 0 . 
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2° Si A ^ 0 , on fait ensuite subir au nouveau repere une translation suivant 
l’axe des x pour faire disparaitre le terme Z)j. Si C ^ 0 , on fait subir au 
nouveau repere une translation suivant l’axe des y pour faire disparaitre le 
terme E 1 . 

Dans le cas d’une conique a cen tre ( ellipse ou hyperbole), on fait subir au 
repere une translation de vecteur OQ , oil Q est le centre de la conique, dont 
les coordonnees ( x 0 , y 0 ) sont solutions du systeme f (x 0 ,y 0 ) = 0 et 
f' y (x 0 ,y Q ) = 0. 

Dans la section Quadriques, une etude plus systematique des courbes du 
second degre, a l’aide des matrices, est proposee. Elle s’adapte sans probleme 
a l’etude des coniques. 

On recapitule a present les differents cas de figure : 

- Si A = 0 ou C= 0, on jjeut ramener l’equation generale de la conique a une 
equation de la forme x“ = constante (droites paralleles) ou y = px 2 (para- 
bole), avec p reel ou a une equation obtenue a partir des equations prece- 
dentes en permutant les roles joues par xety. 

- Si 2lC > 0, les techniques precedentes ramenent l’equation a : 



X 

a 



: Y> 



(X Y) designant les coordonnees d’un point de la conique dans le nouveau 
repere, a, |3 etant deux reels, et y etant -1 , 0 ou 1 . 

- Si y = -1, Fensemble des points ( X, Y) est vide. Si y = 0, la conique est 
reduite a un point. 

- Si y = 1, on obtient l’equation cartesienne reduite d’une ellipse. 

- Si 2lC < 0, les techniques precedentes ramenent l’equation a : 




(X Y) designant les coordonnees d’un point de la conique dans le nouveau 
repere, a, |3 etant deux reels, et y etant -1 , 0 ou 1 . 

Si y = 0, la conique est reduite a deux droites secantes. Sinon, on obtient 
l’equation reduite d’une hyperbole. 



6.7.1 Coniques en coordonnees polaires 

Conique admettant le point O comme foyer et la droite D comme directrice. 
( OC, d ) coordonnees polaires de P. 
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Excentricite e = — ; p = ed ■ 
a 

P 

r = . 

1+ ?cos(0 — a) 

Si l’axe polaire est confondu avec I’axe focal : 



P 

ou r = — (suivant orientation axe focal) 

1 — ecos9 



1 + CCOS0 

p = longueur de la moitie de la corde focale parallele a D. 



d = 



p—ed = - 



Si la conique est une parabole, e = 1 , et 

P 



1 2cos“0/2 

ou — = 

l + cos9 r p 



6.7.2 Etude speciale de I'ellipse 



2 2 
a b 



Equations parametriques 



t= tan- 



x = a cos0 = a— — -r, avec 0 e [0, 27t] ou tt 
1 + t 



y = b sin0 = b 



It 

1 + / 



Tangente AU POINT ( X 0 y 0 ) DE l’ellipse. 

On appelle 9 0 le parametre correspondant a ce point sur I’ellipse. 
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^>+^-1 = 0, ou f^eo + z^o _ 1 = 0 . 

a 2 b 2 a b 

Equation donnant les coefficients directeurs des tangentes issues de ( x 1 , yi ) 



' ( a 2 — x\ j + 2 mx\y\ + b^ — y 2 = 0. 



NORMALES : 

Normale au point (xq,Jq) : 

2 .2 

a x b y 2 n 2 2.2 

c =0 avec c — a — b . 

*0 Jo 

pieds des normales menees du point (x^,y^) a I’ellipse (hyperbole d’Apollonius) : 

x — x-t y—y i i ,7 7 

— - — = ou c xy + b y\x— a x^y = 0. 

a 1 Id 

Developpee (enveloppe des normales) : 

{a 2 x 2 + b 2 y 2 - r 4 ) 3 + 27 a 2 b 2 x 2 y 2 = 0, 

= (ax ) 2l3 + (by) 2 l 3 -c ili = 0 . 



Equations parametriques de la developpee : 



2 2 

C o C x 

x = — cos (p, y = sin cp, cpe[0,27t[ 

a b 



Theoremes d’Apollonius : 



OM 2 + OM’ 2 = a 2 +b 2 
OM.OM' sinV =ab 
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Foyers et directrices : 

: 2 

Foyers ( x = +c,y = 0 ). Directrices : x = + — , c =a —b. 

c 

Rayons focaux : MF = a — —, MF' = a + — . 

J a a 



CERCLE ORTHOPTIQUE OU CERCLE DE MONGE (lieu geometrique des points 
tels que ies tangentes issues de ce point sont orthogonaies) : 

x" + y" — (a 2 + b 2 j = 0 . 



Equation focale : 




Origine a I’un des foyers. Axe Ox grand axe 
de l’ellipse : 

c c 

MF = — ME , — = e < 1 excentricite 

a. a 

(x — c ) 2 + y 2 = 

I 2 

/ x? o I CX 

(x + c) + y = Y a 

\ a 

Cercles osculateurs aux SOMMETS : 

2 

x + y —1 — x + a — lb =0, 
a 

2 

2 . 2 .<-)^ . / 2 '-,2 
x +y +2 — y + b —2 a =0. 

a 




On rapelle qu’un cercle osculateur est un cercle qui approxime une courbe 
reguliere autour d’un point a priori mieux que ne le point la tangente elle- 
meme. 

Construction. De ^on abaisse la perpendiculaire sur ( AB ). 

b 1 

Longueur du rayon de courbure en A = AC = — . 

a 
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Longueur du rayon de courbure en B = BC' = — • 

b 

Equation polaire : 

Foyer au pole. Axe polaire = axe focal oriente du centre vers la directrice : 



r = 



P 

1 + e cos0 




< 1 . 



a 



Pole au centre. Axe polaire = axe focal : 



1 cos“ 0 skL 0 



Proprietes geometriques elementaires de l’ellipse 



Si 2 demi-diametres, [OM\ [OM {\ , 
sont perpendiculaires, on a 

1 1 _ 1 1 _ 1 
OM 1 + OM{ a 2 + b 2 OH 2 ' 

Done OH constant. 

L’enveloppe de [MM^ \ , est un cercle 
de centre O , de rayon OH. 

Tangente et normale : bissectrices de 
Tangle forme par les rayons vecteurs. 

Theoreme de Poncelet. Les angles formes 
par les tangentes issues d’un point et les 
droites joignant ce point aux foyers sont 
egaux. 

Cercle orthoptique ou cercle de Monge\ 
Lieu des points d’oit Ton peut mener 
2 tangentes rectangulaires a [’ellipse. 
Construction du centre de courbure et 
du cercle osculateur en un point quel- 
conque. 
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La normale en M coupe l’axe (FF r ) en N. 
Perpendiculaire a ( MN) jusqu’en S, point 
de rencontre avec ( MF ') . Perpendiculaire 
en 5 a {MF') . rencontre ( MN) en /, centre 
de courbure. 

Ellipse projection du cercle 

NP b 

= Cte = coscp = — . 

MP a 

a, b , axes de l’ellipse. 

cp = angle du plan du cercle et de l’ellipse 
projection. 

Application. — Lieu du point N d’un 
segment de longueur constante dont les 
extremites decrivent 2 droites rectangulaires. 
Construction par points d’une ellipse dont 
on connait les 2 axes. 

Sur une bande de papier on porte les 
longueurs a et b ; on fait decrire aux extre- 
mites du segment {a + b), les 2 axes le 
point TVdecrit l’ellipse de demi-axes a et b. 

— Le produit des distances des foyers a 
une tangente est constant : 

tjj 2 2 /2 

rL.r L = a — c = b . 

— L’angle sous lequel on voit du foyer la 
portion de tangente limitee au point de 
contact et a la directrice, est droit : 

TFD = 90° . 

Construction d’une ellipse de demiaxes a 
et b. 

On trace 2 cercles concentriques de rayons 
{a + b ) et (a — b) , 2 rayons issus de O et 
symetriques a Ox, coupent R{a + b) et 
r{a-b) en /et J' . 

Le milieu de [JJ'\ decrit l’ellipse de demi- 
axes a et b. 
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6.7.3 Etude speciale de I'hyperbole 



Equations : . - y ' 1T — l = o . 

a b 



Equations parametriques : 



LO & 1 +t 

x = a ch0 = = a — , 

coscp 1 

It 

y = £sh0 = £tan(p = b 

1 -t 1 



9 ,0 

t = tan — = th — 

2 2 I 



t e ]— 1, 1[, 0 e R + et <p G - . 



Equation polaire, centre au pole : r 2 = 

cos 20 



Tangente au point ( x 0 , y 0 ) 



xx o yyo i _ n 



2 / 2 

a b 



— ch0 — — sh0 — 1 = 0 = 



x y 
a coscp b 



tan(p-l = 0, 






Normale au point ( x 0 ,y 0 ) 



a 2 x b 2 y ? 

H — — c = 0. 

x o yo 



Pieds des normales menees de ( Xi,yi ) 



sur I’hyperbole d’Apollonius, 



x ~x\ _ y-y i 

x! a" —y!b~ 
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Rayon de courbure : R = — \ar sh"^ + b z ch"^ j 



Theoremes d’Apollonius. 




OM 2 - 0m' 2 = a 2 - b 2 , 

OM DM' sin V = ab, 

V = angle (OM,OM'). 
Cercle ORTHOPTIQUE : 

x 2 + y“ = a" — b~ ; reel si a > b. 



Foyers et directrices : 



Coordonnees des foyers : 




Rayons vecteurs : 

M sur la branche de gauche. 



MF = a , MF' = a, MF-MF' = 2a. 

a a. 

Excentricite : 

MF ' _ MF _c 
ME ~ ME' _ a 
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EQUATION FOCALE (origine aux foyers) : 

/ \2. 2 \cx | 2 

(x — c) + y = a , 

\ a 

I 2 

/ , \2 , 2 I CX 

\x + c) + y — 1- a 

\ a 

Hyperbole Equilatere : a = b, c = a*J 2 . 

Kapportee a ses axes: x — y = a ■ 

Rapportee a ses asymptotes : xy = rf 2 /2 . 

Equation polaire: meme formule que l’ellipse, avec e > 1 . 

Proprietes geometriques de l’hyperbole 

1° Secante coupant Fhyperbole en M et 
N, les asymptotes en P et Q. 

On a 

PM = NQ. 

2° Un segment de droite perpendiculaire 
a l’axe Ox, est tel que : 

P l M l xP l N x =b 2 . 

3° Un segment de droite parallele a l’axe 
Ox compris entre les branches de l’hyper- 
bole est partage par une asymptote en 2 segments dont le produit = a 2 . 

4° La portion de tangente comprise entre les 2 asymptotes a son milieu au 
point de contact. 

5° Tous les triangles formes par les 2 asymptotes et une tangente ont meme 
surface = ab. 

6° La projection de la normale sur les rayons vecteurs est constante. 




6.7.4 Etude speciaie de la parabole 

Equation : 

2 \ 
y = 2px ; p— parametre 

= distance du foyer a la directrice. 
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^ . I ■* — — cotan^O, 

equations parametriques ( 2 



Tangente : 



[ y = p cotanS, 

0, angle de la tangente avec O x appartenant a ]0, jc[ 



yy Q -p(x+ x 0 ) = 0. 

Coefficients directeurs des tangentes menees du point (x],y -\ ) : 



Normale 
Normale en (x 0 ,y 0 ) 



p - 2 m(yi - mx\) = 0. 

- — — “ - — — ou xy 0 + py - y 0 (x 0 + p) = 0 . 



~P 7o 

Pieds des normales menees de M](xi,y{) : 
les ordonnees (y',y",y"') sont solutions de 

y 5 + 2py{p-x l )-2p 1 y l =0, 



* i // . /// r\ 

y + y + y = 0. 



Developpee : 



pi? + 2 v 1 ( pn + w) = 0, ou 27 py*' — 8(x — p? = 0. 



Hyperbole d’Apollonius : (* 0 — x)—+ (_y 0 — y) = 0 

P 

Foyers et directrices 

Foyer, coordonnee £- . 

2 

Directrice : x = —— = lieu des sommets des angles droits circonscrits. 



1 p 


2 

1 . 9.1 


1 4 . P 


\ x — — 


+ 

ii 


x + — 


2 


\ 2 
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Excentricite : e — 1 . 

P 

Rayon vecteur : MF = x + — ■ 

2 

Sous-tangente : 77/ = 2 x . 

Sous-normale : HN = p . 

Rayon de courbure : 

„ (p+2x) 312 N 3 

V7 V’ 

= cp = angL 

sin' (p 

Rayon de courbure au sommet : p. 
Equation polaire : 

P _ P 

1+COS0 t 2 0 
2 cos — 

2 




N = longueur de la normale 



de la tangente et de Taxe Ox. 



pole F et axe polaire = Ox. 



Proprietes geometriques 

1° La tangente au sommet partage la tangente en M, limitee a Met a l’axe 
Ox, en 2 parties egales. 

2° La parabole est l’enveloppe du cote d’un angle droit dont l’autre cote passe 
par un point fixe F et le sommet de Tangle droit decrit une droite D (foyer F, 
tangente au sommet 73). 

3° La surface comprise entre Tordonnee du point M, l’axe des x et la para- 
bole est egale aux 2/3 de l’aire du rectangle des coordonnees de M(theoreme 
d’Archimede). 

4° Le lieu des orthocentres des triangles circonscrits a la parabole est la direc- 
trice. 

5° Le lieu des foyers des paraboles inscrites a un triangle est le cercle circons- 
crit a ce triangle. 
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6.8 Geometrie dans I'espace 

Transformation de coordonnees 

P et %' sont deux reperes de R 5 . 

lx' lx Q 

y dans %, M' | y dans , origine O' de P' | y 0 dans % ; 
z I z I Zq 

les vecteurs unitaires de P' ont pour composantes dans P les vecteurs 
colonnes de la matrice 

lx = xq + a\x' + a 2 y' + a^z , 

ly = yo + W*' + h / + h z '’ 

Z = Zg + C\x' + C 2 y' + C^z’. 





U\ 


a 2 


a 3 


I 


p = 


K 


b 2 


h 


. 




c i 


c 2 


c 3 





ou, sous forme matricielle, avec X = 



■ X = X 0 + PX' , 



et, inversement, X' = P 1 (X - X 0 ) , car P doit etre inversible pour etre la 
matrice d’un changement de base. 

Si P et P' sont tous deux ortho normes directs : Test une matrice orthogonale : 
P~ l = P', |T| = 1, si ^ et 'Pi sont directs, 

/ 



a{ + + q = 1, 
+ 1>2 + c\ = 1 , 
= 1, 



soit 



a \ a 2 + K b 2 + c l c 2 = 0, 
+ t\b^ + C]C3 = 0, 

\ a 2 a 3 + b 2 b 3 + C 2 C 3 = 
P' est ici la transposee de P. 



I „ 2 4- „ 2 4- „2 - 1 

+ b 2 + £3 = 1 , 
2 2 2 , 
c \ + c 2 + c 5 = 1 ’ 



a \K + a 2 b 2 + a i b 3 = 

a l c l + a 2 c 2 + a 3 c 3 = 

\ Vl + b 2 c 2 + £323 = 0, 
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Angles d’Euler : % et %' orthonormes directs, de meme origine. 

deduit de ‘■6 par rotation d’angle \| / autour de Oz : X = P^X^, 

%2 deduit de , par rotation d’angle 9 autour de Ox\ : X\ = P2X2 , 

%' deduit de % 2 P ar rotation d’angle (p autour de Oz 2 : X 2 = P}X' . 
X = P l P 2 P } X' , avec : 





cos\|/ 


— sin \|/ 


O' 




1 


0 


0 ' 


I\ = 


sin\|/ 


cos\|/ 


0 


. ^2 = 


0 


cos 9 


—sin 9 




0 


1 


1, 




0 


sin 9 


cos 9 



costp -sincp 0 

P^ = sincp costp 0 . 

,0 0 1 , 

6.8.1 Le plan dans R 3 

■ Equations parametriques 

Plan passant par jWo(*0’JO’ z o) et engendre par les vecteurs OA (a,( 3 ,y) et 
OA\ a',P',y') ■ 

1 x = x 0 + pa + p'a', 

y — yo + pP + p 7 ^. 
z=z 0 + py + py. 

p et p' sont les parametres. Ils appartiennent a R . 

Si M(x,y,z) appartient au plan passant par et M 3 , il existe deux 

reels X et p, tels que : 

_ X\ + Xx 2 + P.X3 yi + Xy 2 + p.73 _ z l + Xzi + IJ.Z3 

1 + ^, + p l + ^, + |i 1 + ^, + p 
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■ Equations cartesiennes 

ax + by + cz + d = 0 . 

Vecteur normal : n(a,b,c) . 

Plan passant par -Mo( x O’70’ z o) et perpendiculaire a (a, b, c) : 
a(x — Xq) + b{y — yo)+ c(z — z 0 ) = 0. 

Plan passant par M 0 et parallele aux vecteurs (oc, P, y) et ((X , , (3', y') : 
x-x 0 y-y 0 z-z 0 

a |3 y = 0. 

a' P' y' 

Plan defini par trois points, My , M 2 , M 3 : 
x y z 1 
X 1 Ji z i 1 

x 2 y 2 z i 1 

*3 y-i z 3 1 

— + — 1 = 0, si My(a, 0, 0), M 2 ( 0, b, 0), M 3 ( 0, 0, c). 

a b c 

■ Systemes de plans 

Intersection des plans : 

1\ = ayx + byy + cyz + dy = 0, P 2 = a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 =0. 

— = — = — = plans confondus. 

ay by cy d x 

a 2 b 2 c 2 d 2 

— = — = — ^ — , plans paralleles. 

Oy by Cy dy 

Dans tous les autres cas, droite commune a distance finie. 



= 0 . 
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■ Proprietes metriques (axes orthonormes) 

Distance de au plan d’ equation ax + by + cz + d = 0 : 

g _ | ax\ + byi + czi + d | 

\l 'a" + b 1 + c“ 

Plans bissecteurs de /j et P 2 d’equations respectives ape + \y + qz + d^— 0 et 
a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 = 0 : 

ape + t\y + qz + di + a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 _ 
yj a{ + bp + cf sja 2 + b 2 +c 2 

Angle de deux plans P\ et P 2 : 

I d\ a 2 + hh + c l c 2 I 

cosK = , , 

2 , ,2 , 2/2,72, 2 

■\J CL^ + by + £*]_ yl &2 c 2 

Condition d’orthogonalite : 

a \ a 2 + hh. + C]C 2 = 0. 



6.8.2 La droite dans R 3 

■ Equations parametriques 



Tout point M(x,y,z) appartenant a la droite passant par M 0 (x 0 ,y 0 ,z 0 ) , 
paralleled Q/4(a,P,y) verifie : 

I x = x 0 + pa, 

y = yo + pP, 
z = z 0 + py. 



Droite passant par Afj , et M 2 . 



x — xj y—y\ _ z ~ z \ 

x 2 ~ x l 72-Jl z 2 ~ Z 1 
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■ Equations cartesiennes 

Droite passant par M 0 , parallele a OA( a,(3,y) : 

x ~ x o = y-yo = z ~ z o 

a |3 y 



Condition pour que les deux droites d'equations respectives 

x - x \ _ y - y\ _ £ - fi * - *2 _ 2 ~ 72 _ £ - ^2 



x-x 2 _ y- y 2 _ z-z 2 
a 2 P2 y 2 



«i Pi Yi 

1° Soient coplanaires : 



2° Soient parall'eles : 



a P y 

tfx + + cz + = 0. 

1 0 rfa + ^P + fY ^ 0 : un point de rencontre. 

axn + by n + czn + d ^ 0 : droite parallele au plan ; 

2° *a+6p + eY = 0 / , , . , , , 

( ax 0 + by 0 + cz 0 + a = 0 : droite situee dans le plan. 



*2“*1 


aj 


a 2 


yi~h 


Pi 


P 2 


Z 2 -Z 1 


Yi 


y 2 


aj 


Pi 


Yi 


a 2 


P 2 


Y 2 


1 

1 

H° 


yo 


£ — 



Angle des 2 droites : 

x ~ x \ _y~ y\ z — zi 



a P 

cosK = 



_ z-z\ x — x i _ y~yi _ z-z 2 

Y a' P' Y 

aa' + PP' + y/' 

±7(a 2 + p 2 + Y 2 )(a' 2 + P' 2 + Y' 2 ) 
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D’ou condition pour que 2 droites soient perpendiculaires : 

aa' + PP' + yy' = 0. 

PERPENDICULAIRE COMMUNE A DEUX DROITES D’fiQUATIONS RESPECTIVES 
x — *i y — yi _ z — zi 

a i Pi Yi 

et 

= y~yi _ z ~ z 2 

a 2 Pi Yl 

avec les notations precedentes. 

Direction: N(p,q,r) , oil 

P = P1Y2-P2Y1- ^ = Yi« 2 -Y2«u r = a 1 p 2 -a 2 p 1 . 

Equations : 

x — x\ y—j\ z—z 1 

«i Pj Yl = 0 , 

P q r 
x — x 2 y~y2 z ~ z 2 
a 2 P 2 Y2 = 0- 
, p q r 

Angle de la droite d’equation — — 52 = 5 — lA = 5 — 52 et du plan d’equation 

a p y 

ax+ by + cz + d = 0 ■ 



| ad, + b$ + cy | 

la 2 + b 2 + 2 ^Ja 2 + p 2 + y 2 



(axes orthonormes). 



Conditions pour que la droite soit perpendiculaire au plan : 



a P y 
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Perpendiculaire issue de (x 0 ,y 0 ,z 0 ) au plan d’equation ax + by + cz + d = 0 : 

x ~ x o _ y-yp _ z ~ z o 
a b c 

Plan mene par perpendiculaire a la droite d’equation 

x-x 0 _ y-y 0 _ z-z 0 

a |3 y 

a(x-x 1 ) + P(j-_y 1 ) + y(z-z 1 ) = 0. 

Condition pour que la droite soit parallele au plan : 

a(X + + cy = 0 (axes quelconques). 

■ Distance de M 0 (x 0 ,y 0 ,z 0 ) a une droite 

Droite definie par deux plans Pj, P 2 orthogonaux : 

d 2 = dp + d 2 , d\ et d 2 distances de M 0 a /j et P 2 . 

Droite definie par deux plans P\ et P 2 quelconques : 

On se ramene au cas precedent en determinant un plan P^ orthogonal a F [ 
et contenant la droite. 

Droite definie par M-^fx^y^zf) et OA(a,b,c) ■ 

I QA a M t M 0 

d — =; 

OA 

_ ^[Kzi -Zo)~c(yi ~ yo)\ + [dxi-x< ) )-a(z l -z 0 )f + [a(y x - y 0 )-b(x\-x a )f 

si a 2 +b 2 + c 2 

Distance du point (x 0 ,y 0 ,z 0 ) au plan d’equation ax + by+ cz + d = 0 : 

\ax 0 + by 0 + czq + d\ 

d = J , = — L 

2 . ,2 . 2 

sja + b + c 



258 



Dunod - La photocopie non autorisee est un delit. 



Geometrie 



6.8 Geometrie dans I'espace 



6.8.3 Courbes gauches 

Une courbe gauche peut etre definie par l’intersection de 2 surfaces : 
(1) f(x,y,z) = 0 (2) ty(x,y,z) = 0. 

Elle peut etre egalement definie parametriquement : 
x = / C t ), y = g(t ), z = h{t), 

OM = f(t)i + g(f)j + h(t)k = U(t), 

M^ = uU)-U&o), 

= (t-t 0 )Uo + - — -^-f/o + ”- + - c/o^ + e • 

2 n ! 

Tangente EN M 0 (t = t 0 ) , ou ( x 0 , y 0 , Zo). 



Jj? ^ o- X-Xp _ y-y 0 = z-z 0 _ 

*0 7o 

W=Uo=---=uo~ 1)= o, uo^°- ^ L=L ^r=^r- 

x o y o z o 

Projection de la courbe sur un plan (xOy par exemple). S’obtient en eliminant z 
entrefet (p . 

Longueur de l’arc de courbe 

x = f(t) , y = g(t) , z = h{t) , abscisse curviligne : r = arc AM , oil A(tn) , 
M(t) ; 

dr = £-\J x' 2 + y'^ + z'^&t 
(e = ± 1 definit I’orientation). 

■ Plan normal au point M (x 0 , y 0 , z 0 ) 

C’est le plan perpendiculaire a la tangente en ce point : 

Uq* 0: x' 0 (x- x 0 )+ y' 0 (y- y 0 )+ z' 0 (z- z q ) = 0. 
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Plan osculateur au point (x 0 , y 0 , zq) : 

Limite du plan passant par la tangente en M et par un point voisin 
quand M — > M . 

Equation : 



\X-x Y-y Z-z\ 



M' 



/ 

X 

// 






/ 

y 

// 

y 



/ 

2 ; 

// 



2 



= 0, 



■ Normale principale 

Normale en M situee dans le plan osculateur = intersection du plan oscula- 
teur et du plan normal. 



■ Binormale 

perpendiculaire en M au plan osculateur. 
Equation de la binormale en M(x,y,z) : 



X-x 



y z 



/ // 
■ zy 



Y- 



z x — X z 



Z-z 



x y — y x 



■ Indicatrice spherique 



Si, par un point O quelconque, on mene des paralleles aux tangentes a une 
courbe gauche, ces paralleles decrivent sur la sphere 
de centre O et rayon 1, une courbe appelee indica- 
trice spherique. Point m correspondant a M. Plan 
tangent au cone Om = parallele au plan osculateur 
en M. Tangente a l’indicatrice en m = parallele a la 
normale principale. 

Perpendiculaire Op en O au plan Omt = parallele a 
binormale. 

Tangente a la courbe decrite par p = parallele a mt. 




Courbure et torsion en M 



Soit £ Tangle des tangentes MT et M' T' en 2 points voisins ; e — > 0 avec 
MM' . La courbure en Me st la limite de el As quand At = arc MM' — > 0 . 
Rayon de courbure R = inverse de la courbure. 
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Soit T) Tangle des plans osculateurs en M et M' , T) tendant vers 0 avec 

MM ' . La torsion est la limite du rapport T|/Ar quand As — > 0 . 

Rayon de torsion T = inverse de la torsion. 

Rayon de courbure : , o = arc de Tindicatrice : 

do 



(x' 2 + y ' 2 + z' 2 ) m 

/ / / // / //\2 
V (yz -zy ) 



Si Ton prend r comme variable : 



1 1 


^d 2 x) 


2 


[ d 2 y 1 


2 


^d 2 * 


R 2 1 


l dr 2 


+ j 


|dr 2 ) 


+ j 


i d r 2 | 



Rayon de torsion : T = — , d0 = angle de 2 binormales infiniment voisines. 
Soit a' , |3' , y' les cosinus directeurs de la normale principale ; 
a", P", y" — — — — binormale : 



J__ dor 2 + djT | 2 + | dr | 
T 2 As dr ) 1 dr I 



■ Formules de Frenet 



da 


a' 


dp_ 


.P' 


dy y' 


dj 


R ’ 


dj 


R’ 


dr R 


da" 


a' 


dp" 


_p' 


dy" _ Y 


ds 


T’ 


ds 


T’ 


dr T 



da' 


a a" 


djy = 


_P 


_K_ 


dy' 


_y_ 


d^ 


R T ’ 


d* 


R 


T 


d* 


R 




1 1 

R 2 + T 2 


| da' ' 


2 

+ 


1 dP' 1 


I 2 1 d Y' 

1 ds 


\ 2 




1 d* , 


l dr i 


1 ’ 



Calcid. — Si x, y, z sont des fonctions de t : 

dr = \Jx ' 2 + J /“ + z'^dt, 



r. 

T ’ 
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P- , — , 


Y=—r 


\jx'^ + y' 2 + z 2 


/ '2 i '2 . /2 

yjx +7 + Z 





/2 _i_ ,/2 i /2 

X +7 +2 



da _ da df _ da 1 

d-f df dr df J x , 2 + y 2 + z> 2 ’ 

permettent de calculer Ret a' . 

De meme, . — permettent de calculer T et a" 

dr At dr 

Expression vectorielle des formules de Serret-Frenet 



AOM 

dr 

df 

da 



n (vecteur normal) est dans le plan osculateur et dans la concavite. 

a est l'abscisse curviligne sur l'indicatrice spherique lieu de p tel 
que Op = t . 



\ b =t /\n 

Rayon R et centre C de courbure. 



R = — (> 0), courbure C = — , MC = Rn. 



da 



R 



Formules de Frenet. 



Ab _ n 



I df 
dr 



At _n 
dr R 

An t b . 

- = ou(d« 



= Q. A, t , 



— = Q a n, 
dr 



, — = Qa b, 
\ dr 



avec £2 = — I — 
R T 



(Q, vecteur rotation instantanee). 
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DETERMINATION pratique de R, T, C: 
Calculer successivement : 



dx,dy,dz,ds = £yjdx~ + d_y" + d z“ 



(choix arbitraire de e), 



*\ 



dx 
a = — 
d.r 

P = ^, 

ds 
d z 

Y= d7 



da, dp, dy, do = e-v/da 2 + dp 2 + dy 2 , 



R = 

do 



(a 



_ da 
1 do 



n 




\ 




\X = x + Ra x , 
C 7 = y+R$ x , 
\Z= z + Ry 1 



| a 2 ~ PiY 2 — Y 1P2? 
MP 2 = Yi«2-«iY2. 

(y 2 = «lP2 - P 1 OC 2 , 



T - ~ a i _ ~Pi _ ~Yi 

da 2 d|3 2 dy 2 ’ 

d s ds d.v 

Directement, en posant 



U{t) = f{t)i + g(t) j + h(t)k. 



u ,3 u' a u " 1 

— — — _ T = 

U'aU"’ {u\ U”, £/"')' 
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6.8.4 Surfaces 

■ Representation parametrique x = f (u, v), y = g(u, v), z = h(u, v) 

x — f(u,v ) y — g(u,v) z — h(u,v) 

Plan tangent f' u g'* //„ = 0. 

J v &v h V 

■ Equation cartesienne f (x, y, z) = 0 

Plan tangent en M 0 (xg, y$,Zo) : 

(x - x Q )f' Xo + {y- yo)f' yo +(z- z 0 )f' Zo = 0. 



Normale en M 0 : X A ° — ^ - 1 ' 0 - Z Z ° 



r, r, 

J x o J yo 



r 



(axes orthonormes). 



z o 



■ Surfaces reglees 

Toute surface qui peut etre engendree par une droite dont la position depend 
d’un parametre 

1 x = a(t)z+ p(t) 

non parallele a xOy. 

y = b(t)z + q{t). 



Cone directeur : lieu de 



_ y _ 



a(t ) b{t) 1 

Surface developpable (plan tangent fixe le long de chaque generatrice) 
a'(t)q'{t) — b'(t)p'(t) = 0 Vt. 



x = az + p. 

Arete de rebroussement y = bz + q 



p\t ) 

a\t) b’ 



Point central dune surface reglee non developpable (surface gauche). 
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Le plan mene par G (generatrice) perpendiculaire au plan asymptote relatif a 
cette generatrice est tangent a la surface en un point (0 de G. C’est le point 
central. 

Quand G se deplace, le lieu de (0 est la ligne de striction. 

■ Surfaces de revolution (axes orthonormes) 

Forme g£n£rale de liquation : 



fix 2 + y 2 , z) = 0 , axe Oz en coordonnees cartesiennes. 
f(r, z) = 0 , equation en coordonnees cylindriques (r, 0, z). 



1 x = rcos0, 

y = rsin0, equations parametriques d'une surface d'axe Oz. 
z = cp(r), 

0 £ [0,2jt[ et r > 0. 

Formation de liquation : 

Surface d’axe Oz, de meridienne y = 0, f(x,z) = 0 : 

f(±'Jx 2 + y 2 , z|=0. 

Surface d’axe Oz contenant la courbe x = cp («) , y = \|/(«) , z = 0(«) : 

2 2 2 2 

. x + y =<n +vr , 

eliminer a entre 

z = 0(«). 

Cone de r£volution de sommet O : 

x 2 + y 2 + z" — k(ax + (3j/ + yz)~ = 0, axe parallele a (a, (3, y). 
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6.8.5 Quadriques 

On se place dans R 3 muni d’un repere orthonorme R 3 d’origine 0(0, 0, 0) • 
DEFINITION. — On appelle quadrique, toute surface dans Hr d’ equation : 

f(x,y,z) = Ax 2 + By 2 + Cz 2 + 2 Dxy + 2 Exz+ 2Fyz + Gx + Hy + Iz + ] =0 

avec A, B, C, D, E, F, des reels non tous nuls et G, FI, I, ], des reels. 

■ Methode de reduction de I'equation d'une quadrique 

On considere la matrice de la forme quadratique associee : 

' A D E\ 

M= DBF 

E F c) 

1° Cette matrice est symetrique, done diagonalisable dans une base ortho- 
normee de vecteurs propres. On ecrit M — PDP' , avec P = P' (matrice 
orthogonale de changement de base) et D, matrice diagonale. On note A,j , 
et les valeurs propres (reelles) de M. Dans la base (orthonormee) de 
vecteurs propres de M, dont les coordonnees seront notees X, Y, Z, on a : 

Ax' 2 + By~ + Cz 2 + 2 Dxy + 2 Exz + 2 Fyz = + 'k 2 Y" + Z“ . 

Geometriquement, cela revient a faire une rotation du repere. 

2° On se debarrasse des termes de degre 1 a l’aide d’une factorisation canonique. 
Cela correspond a futilisation de l’identite iG + 2ttu = (« + a)" — a“ . 
Geometriquement, cela revient a effectuer une translation du repere. 

Si la quadrique est une quadrique a centre, on doit effectuer une translation 

de vecteur OQ , ou les coordonnees de Q sont solutions du systeme 
f x (x,y,z) = 0 , fy(x,y,z) = 0 et f' z {x,y,z) = 0 . 

Grace a cette methode, on trouve I’equation reduite d’une quadrique. L’etude 
des quadriques a partir de leurs equations reduites est proposee ci-apres. 
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■ Classification des quadriques, en fonction des valeurs propres de M 

Notons que, si deux valeurs propres de M sont egales et non nulles, la 
quadrique est de revolution. 

- Si , ^2 et ^3 sont de meme signe, la quadrique est soit un ellipsoide, 
soit un point, soit le vide. 

- Si deux valeurs propres sont de meme signe et que la troisieme est nulle, la 
quadrique est soit un paraboloide elliptique, soit un cylindre elliptique, soit 
une droite ou le vide. 

- Si deux valeurs propres sont non nulles, de signes differents et que la troi- 
sieme est nulle, la quadrique est soit un paraboloide hyperbolique, soit un 
cylindre hyperbolique, soit deux plans secants. 

- Si deux valeurs propres sont non nulles, de meme signe et que la troisieme 
est du signe contraire, la quadrique est soit un hyperboloide a une ou deux 
nappes, soit un cone. 

- Si 0 est valeur propre double et que la troisieme valeur propre est non nulle, 
la quadrique est soit un cylindre parabolique, soit deux plans paralleles, soit 
un plan ou le vide. 



■ Quadriques sur ('equation reduite 



Ellipsoide 




1 = 0 



Sections par le plan ux+vy + wz + h = 0 : 



a 2 u~ + b 2 v 2 + c 2 w 2 — h 2 > 0, ellipse reelle ; 

2222222 

a u~ + b v + c w — h <0, ellipse imaginaire. 



PLAN TANGENT EN (x 0 ,y 0 ,z 0 ) : 



xx 0 yy Q a 

2,2 2 

a b c 



NORMALE : 



x-x 0 _ y-y 0 _ z-z 0 
x o yo z o 
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CONE CIRCONSCRIT DE SOMMET (x 0 ,J 0 ,Z 0 ) : 

I ( 2/222 

«o + J7o + fzo_ 1 _\^o_ + yo_ + Eo__ l 



2,2 2 

a b c 



2 / 2 2 2 \ i 2 2 2 

x y z 



i 2 ,2 2 

\a b c 



2 + ,2 + 2 1 

a b c 



Cylindre CIRCONSCRIT parall£le a ( a , P , y ) : 



( ax By yz ' 
1 2 /2 2 . 


2 ^ 


a 2 p 2 y 2 
2 + / 2 + 2 


A 2 2 2 \ 

x y z 

”T + 72~ + — 




\ £ C 1 




a b c ) 


\a b c 1 



ELLIPSOIDE RAPPORTE a 3 DIAMfiTRES CONJUGUfiS, a , b' , c (axes obli- 
ques) : 



2 2 2 
x y z 

~ l2 + 772 + _ /2 _ “ ’ 
a b c 



a' 2 + b' 2 + c' 2 = a + b“ + 1 



SPHERE DE MONGE (lieu des sommets des triedres trirectangles circonscrits) 

2 - 2. 2 / 2 . / 2 . 2\ /~v 

X + J/ +2; — (^ + £ + f ) = 0. 

SECTIONS CIRCULAIRES. Plans cycliques centraux : 

T 1 



/ 2 2 
O zZ 



, 1 1 

— v-e^hr-TT = 0, e = ±l, 



2 / 2 
c b 



\>b> c. 



Tout plan parallele a l’un de ces plans est cyclique 
OMBILICS : 



x = £ a 



2 ,2 

a - b 



2 2 ’ 
a — c 



8' et 8" = ± 1 
Hyperboloide a deux nappes 



y = 0, 2 = 8 " c 

4 ombilics. 



' 2 2 
? — <7 



2 2 ‘ 
<2 — C 



2 2 2 
x y z 

-+T-- +1 =°- 

a b c 
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Section par le plan ux + vy + wz + h = 0 : 



2 2 . /2 2 . 2 2 . n 
a u + b v + c w <0 



ellip; 



reelle : 

2 2 , / 2 2 , 2 2 . / 2 . A 
imaginaires : 

a u + b v — c w + h <U; 
deux droites secantes imaginaires : 

2 2 . /2 2 2 2 . 1 2 r\ 

a u +b v — c w +h = 0. 



I parabole : h ^ 0. 

deux droites paralleles imaginaires : 

h = 0. 

a 2 u 2 + b 2 v 2 - > 0 hyperbole. 

Pour les autres problemes se reporter b. I’ellipsoide en changeant a 2 et b" en 

2 [2 
-a et- o . 



Hyperboloide a une nappe 




1 = 0 . 



Section par le plan ux + vy + wz + h = 0. 
a 2 u 2 + b 2 v 2 — c 2 w 2 < 0 , ellipse reelle ; 



2 2 . / 2 2 22 r\ 

<2 zz + ^ ^ — c w =0 



parabole : h ^ 0, 

deux droites paralleles reelles : h = 0 ; 



| hyperbole : a" u 2 + b 2 v 2 - c"iv 2 — h 2 ^ 0. 

a u + b v — c w >0 ( deux droites secantes reelles : 

I 2 2 . /2 2 22 / 2 r\ 

\ a u +b v —cut —h =0. 
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Pour les plans tangents, cones et cylindres circonscrits se reporter h I’ellipsoide en 
remplaqant c 2 par — c 2 . 

Generation : l’hyperboloi'de a une nappe est engendre par une droite variable 
assujettie a rencontrer 3 droites fixes non paralleles a un meme plan. 

Generatrices : 



G 

(l er systeme) 



r 

(2 e systeme) 



---41- 

a c \ 

x z II, 

— + — = — 1 + 

a c W 






- i-4 



Point commun a Get F : 



x = a 



1 + 

A. + n ’ 



y = 



A.-|i 

A. + n’ 



z = 



1 — A-jo. 
f A. + n ’ 



Plan (G, D : 

(1 + A,jlx)— + (X - |j.)— - (1 - A,|li)— - (A, + ill) = 0. 
a b c 

Plans cycliques centraux : 

cy\la ^ — b' ~ + feV a 2 + c " =0, a> b. 



Parabolotde elliptique 




0 



(p et q > 0). 
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pu 2 + qv" - 2 wh > 0, ellipse reelle, 

w ^ 0 pu 2 + qv 2 -2 wh < 0, ellipse imaginaire, 

pu 2 + qv 2 — 2wh — 0, deux droites secantes imaginaires. 

PLAN TANGENT EN (x 0 ,y 0 ,z 0 ) : 

^ + ^-(.+ * 0 ) = 0. 
p q 



Normale 



Z-ZQ _ y-y 0 _ x-x 0 

-1 To po 

? t 



Cone circonscrit de sommet ( x 0 , y 0 , z 0 ) : 



1 p q \ \p i P q 



Cylindre circonscrit parallele a (a, |3, y) 



’ 

ax 


2 

1 iy 


1 a 2 


P 2 1 


I 2 2 \ 

\x y _ 


h 


— -y - 


— 


+ — 




P 


9 


1 P 


<1 1 


\ P <1 1 



Plans cycliques 

z s [p±x y jq- p = 0. Zyj~p ± y^J p — q = 0. 

OMBILICS : 



z = y~Y~, y = 0,x = ±jp(q- p), q>p; 
z = ^—^, y = ±^Jq(p — q), z = 0 , q< p. 
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Paraboloide hyperbolique 



2 2 
x y 



z 2z = 0 

P 4 



(p et q positifs). 



Section plane : 



w = 0 



w^O 



| pu 2 — qv 2 ^ 0, parabole, 

| pu 2 — qv 2 = 0, une droite. 

| pu 2 — qv 2 — 2ivh^ 0, hyperbole, 

| pu 2 - qv 2 —2 wh— 0, deux droites secantes reelles. 



Pour les plans tangents, cones et cylindres circonscrits, se reporter au paraboloide 
elliptique, en remplagant q par - q. 

Generatrices : 

x y 

—;= H — j= = X, parallele au plan directeur 

G hp sjq 

(l er systeme) x y _2z x ^ y _ 

yfp sfq ^ \[p \[q 



r 

(2 e systeme) 



x y 

sJ~P \[q 



- |i, parallele au plan directeur 



x y 2 z 






\4p m ’ 4p 

Point commun a Get T : 






A. + n 



r 

J* 7 = ^ ’ 



X|i 



Plan (G, r ) 



X + K-^y-2z-X [ l = 0. 



s[p 4q 
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GfiNfiRATION DU PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE 

l er mode : une droite assujettie a s’appuyer sur 3 droites donnees paralleles a 
un meme plan, deux quelconques de ces droites n’etant pas dans un meme 
plan. 

2 e mode : une droite assujettie a rencontrer 2 droites fixes non situees dans 
un meme plan, et a rester paralleles a un plan fixe auquel les droites donnees 
ne sont pas paralleles. 
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7.1 Probability 

7.1.1 Probabilities simples et conditionnelles 

On considere une experience aleatoire S, c’est-a-dire une experience dont 
Tissue ne peut etre prealablement determinee, parmi toutes les possibilites. 

Notations 

- Q. : univers ou ensemble de toutes les issues possibles de S. 

- Evenement A : tout sous-ensemble de Tunivers Q (en realite, ce n’est pas la 
definition exacte d’un evenement car celle-ci necessite des concepts mathe- 
matiques plus ardus non presentes dans cet ouvrage). 

- Evenement elementaire {to} : sous-ensemble de Tunivers constitue d’un 
seul element (autrement dit, un singleton). 

- Evenement impossible : evenement qui ne contient aucun des elements 
de L 2 . 

- Evenement certain : ensemble Q. de toutes les possibilites. 

- Evenements incompatibles A et B : ce sont deux parties A et B de Q telles 
que A n B = 0 . 

Definition simplified de la notion de probabilitE. 

Cet ouvrage n’etant a priori pas destine a des mathematiciens, mais a des 
ingenieurs, nous preferons ne donner qu’une definition approximative, mais 
intuitive, de la notion de probability. La fa^on rigoureuse de definir cette 
notion consiste a introduire la notion de tribu et a evoquer la theorie de la 
mesure, ce que nous ne ferons pas dans cet ouvrage. 

Une probability (ou mesure de probability) est une application P a valeurs 
dans [0, 1] telle que : 

1° P(0) = O, P(Q) = 1. 

2° Pour tous A, B, incompatibles, P(y4u5)= P(^4)+ P(ii). 

CAS PARTICULIER : fiQUIPROBABILITfi. — Si tous les evenements elementaires 
0J| , ■■■, C0„ constituant O (de cardinal n) ont la meme probability p , on a 
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P({C0, }) = p pour tout i entre 1 et n , et de plus : 

P(Q)= P({co,}u...u{co ;; })= P({co 1 }) + ...+ P({co „}) = np, 

,, , , 1 

dou p — ~- 

n 

II decoule de ceci que la probabilite d’un evenement A s’ecrit alors 

P(y4) = , ou card A designe le nombre d’evenements elementaires de 

card Q 

A et card Q celui de Q. 



PROBABILITIES DE l’union. — Si A et B ne sont pas incompatibles : 
P(duS)= PU)+ P(5)- P (AnB). 



On retrouve bien sur la formule definissant une mesure de probabilite si A et 
B sont incompatibles, car dans ce cas, P(A n5)= 0. 

Probabilities conditionnelles. 

A! B designe 1’ evenement « A, lorsque Best realise ». On a : 

P(A\B)= si P(f?) > 0. 

P(5) 

Consequence : formule de Bayes. Soient A\, A n , n evenements deux a deux 
incompatibles dont la reunion forme l’ensemble Q, tels que P(A i ) > 0 pour 
tout i. On dit alors que ces ensembles realisent une partition de Q. Soit B, 
un evenement tel que P(5) >0. On a : 

P(4-)PC8 1 4 ) 

P(4)P(SI4) + ...+ P{A n )P{B\A n ) 
iNDfiPENDANCE. — Deux evenements A et B sont dits independants si, et 
seuiement si P(Aln B) = P(^4)P(^?) . Dans le cas oil P(^4) > 0 et P(5) >0, 
cela revient a dire que P(A I B) = P(e4) ou P (B/A) = P(5). 



P (A- 1 B) = 



7.1.2 Notion de variable aleatoire reelle (v.a.r.) 

Comme precedemment, on adoptera dans ce paragraphe plutot le point de 
vue de l’ingenieur et on choisira de ne pas entrer dans des considerations 
mathematiques abstraites trop poussees. En effet, pour definir rigoureuse- 
ment la notion de v.a.r., il est necessaire d’utiliser des rudiments de la theorie 
de la mesure. Ici, nous donnons une definition plus approximative, mais 
aussi plus intuitive, n’utilisant pas cette theorie. 

On se place dans un espace probabilise, c’est-a-dire un espace Q sur lequel on 
a defini une mesure de probabilite P 
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DEFINITION. — Une v.a.r. X est une application associant a un evenement 
elementaire un nombre reel. On note X : Q — > R. 

LOI DE PROBABILITE P x D’UNE V.A.R. X. 

Pjf est une application a valeurs reelles definie pour A, sous-ensemble de R 
par : 

P X (A) = P({co g Q I X(co) g A}). 

FONCTION DE REPARTITION PjfD’UNE V.A.R. X. 

La loi d’une v.a.r. Xpeut aussi etre caracterisee par F X :R — > [0,1], sa fonc- 
tion de repartition, definie par : 

F X (t)= P{X<t)= P x (]-°°,r]). 

F x e st toujours croissante, continue a droite (i.e. lim W= Px(]-^4)), 

t — ^£t 

telle que lim Py(r) = 0et lim F x (t) = \. t<a 

t^>-oo r— >+oo 

Lien entre loi de probability et fonction de repartition — Deux v.a.r. Xj et X 2 ont 
meme loi de probabilite si, et seulement si elles ont meme fonction de repartition. 
Lien entre loi de probabilite et fonction caracteristique — Notons que la fonction 
caracteristique d’une v.a.r., qui sera introduite ulterieurement, permet elle aussi 
de caracteriser la loi d’une v.a.r. En effet, deux v.a.r. Xj et X 2 ont meme loi de 
probabilite si, et seulement si elles ont meme fonction caracteristique. 

■ V.a.r. discretes 

DEFINITION. — Une v.a.r. est dite discrete si elle prend un nombre fini ou 
denombrable de valeurs. 

Rappel : un ensemble Ee st dit denombrable s’il existe une application bijec- 
tive de Xdans E. 

Fonction indicatrice et mesure de Dirac. 

On appelle mesure de Dirac en a et on note b a 1’application : 

5 a : V (Q) > [0,1] 

[ 1 si a g A 

A >-> 

[0 si a <£. A. 
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On appelle fonction indicatrice deA l’application : 

1 A : Q > {0,1} 

[ 1 si CO E A 
CO < 

[0 si co ^ ^4. 

LOI, ESPERANCE ET MOMENTS DE V.A.R. DISCRETES. 

Une v.a.r. Xest discrete si elle s’ecrit : 

x = x l 1 A 1 +---+ x n 1 A,+---’ 

ou Aj designe un sous-ensemble de O et Xj un nombre reel. Dans ce cas, 

+ • • • + P,fix n + ■ ■ •> ou Pi = F (^ = x i) 

= P({C0 E O tel que .X(co) = Xj}). 

De plus, pi+ ...+ p n = 1 . 

Esperance de la v.a.r. — f(X) ou/’est une fonction de R dans R telle que 
p\\ f{ x l)\+ . . .+ p n \ f{x n )\ + . . ^ +°° . On la note E (f(X)) et elle est 
definie par : 

E(f(X))=p 1 f( Xl ) + ...+ p n f( x „) + ... 

Dans le cas particulier ou/’est la fonction identite, on a : 

E(X) = p\ X \ + . ■ ■ + p n x n + ■ ■ ■ 

Dans le cas particulier oil f( X )=x^, avec ^>eN*, E(X^) s’appelle 
moment d’ordre p deX. 

Variance de X. — Si Xadmet un moment d’ordre 2, on definit : 

Var(X) = E[(X-E(X)) 2 ]. 

On peut aussi la calculer grace a la formule de Konig : 
Var(X)= E(X 2 )-(E(X)) 2 . 

Ecart-type deX. — On le note o(X) et on le definit par : 
o(X) = /V ar(X). 

Fonction caractEristique d’une v.a.r. discrete. 

Elle est no tee (px et est definie par : 

<Px M = E(e' fX ) = pie ltXl + . . . + p„e Ltx " + ... 
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Les modeles associes. 

• Loi de Bernoulli B(p) : experience aleatoire comportant deux issues (par 
exemple, le lancer d une piece) : le succes (par exemple pile) de probabilite 
p et l’echec (face dans cet exemple) de probabilite 1 — p. 

• Loi binomiale Bin, p) : on repete n fois et de fa^on independantes une 
epreuve de Bernouilli de parametre p. 

• Loi de Poisson V(X) : supposons que sur une periode T, un evenement 
arrive en moyenne X fois. Appelons X, la variable aleatoire determinant le 
nombre de fois oil l’evenement se produit dans la periode T. X prend des 
valeurs entieres : 0, 1,2, et suit une loi de Poisson de parametre X. 

On se sert egalement de la loi de Poisson pour fournir une approximation 
de la loi binomiale. Lorsque n est grand et que p tend vers 0, avec np = X, 
la loi binomiale peut etre approximee une loi de Poisson de parametre X. 
En pratique, on remplace la loi binomiale par une loi de Poisson des que 
n > 30 et np < 5. 

• Loi geometrique Q(p) : la variable aleatoire X donnant le rang du premier 
succes lorsque Ton repete de fa5on independante une epreuve de Bernoulli 
de parametre p suit une loi geometrique de parametre p. 

■ V.a.r. absolument continues 

DEFINITION. — On dit qu’une v.a.r. admet une densite ou que la loi de Xest 

absolument continue s’il existe une fonction /(dite mesurable) a valeurs dans 

[0,+°°] telle que, pour tout sous-ensemble A de R : 

P x(A)= P(XeA)=J R /(*)l^(x)dx. 

f s’appelle la densite de X. On a necessairement P^-(R) = 1 = 1 f(x) dx . 

* M 

Fonction de repartition. 

La loi de X peut etre caracterisee par sa fonction de repartition 

F x : R — > [0, 1] definie par : 

F x {t)= P(X<r) = f f{x) dx. 

J l-°°Tl 

R^est croissante et verifie lim F x (t) = 0 et lim F x (t) = 1 . 

t — )-"o t— 

Remarque : si /est continue, alors F x e st derivable et Fx = f- 
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Loi, ESPfiRANCE ET MOMENTS DE V.A.R. A DENSITfi. 

On considere X , une v.a.r. absolument continue de densite f. 

Esperance de la v.a.r. — g(X), ou g est une fonction R dans R telle que 

I f ( x )g( x ) I dx < +oo . On la note E(g(X)) et elle est definie par : 
E(^W)=J r gMf(x) dx. 

Dans le cas particulier oil g est la fonction identite, on a : 

E(X)=f xf(x) dx. 

Jr 

Dans le cas particulier ou g{x)= , avec E {X?) s’appelle 

moment d’ordre p de X. 

Variance deX. — Si X admet un moment d’ordre 2, on defrnit : 

Var(X) = E[(X - E (X)) 2 ] = f (x - E (X)) 2 f(x) dx. 

Jr 

On peut aussi la calculer grace a la formule de Konig : 
Var(X) = E(X 2 )-(E(X)) 2 . 

Ecart-type deX. — On le note o(X) et on le definit par : 

CT (X)=VVar(X). 

Fonction caract£ristique d’une v.a.r. continue. 

Elle est no tee (px et est definie par : 

cp x (r ) = E(e" A ) = f e ltx f(x) dx. 

* M 
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Les modeles associes. 

• Loi gaussienne : on peut utiliser la loi normale comme approxi- 

mation d’une loi binomiale de parametres (», p) lorsque n est grand et que 
p et 1 - p sont du meme ordre de grandeur. On approche alors la loi bino- 
miale par la loi gaussienne ayant meme esperance np et meme variance 
np{ 1 - p). En pratique, on remplace une loi binomiale par une loi normale 
des que n > 30 , np>5 et n(\ — p)> 5 . 

• Loi uniformeU ([0, 1] ): si Ton choisit un point au hasard dans le segment [a, d\ , 
et on note Xle reel obtenu, alors la v.a.r. Vsuit une loi uniforme sur [a, b\. 

• Loi exponentielle £ (A.) : on utilise la loi exponentielle (notamment) dans le 
domaine de la radioactivite. Chaque atome radioactif possede une duree 
de vie qui suit une loi exponentielle. Le parametre X s’appelle alors la cons- 
tante de disintegration. 

• Loi de Cauchy : la loi de Cauchy est la loi d’une variable aleatoire quotient 
de deux variables aleatoires normales independantes centrees et de meme 
ecart-type. 

7.1.3 Quelques complements 

V.A.R. INDfiPENDANTES. 

Soient Xet Y, deux v.a.r. La loi jointe de ( X, Y) est definie par sa fonction de 
repartition : 

F(X,y)'- RxR > [0,1] 

{x,y) i— ► P(X < x et Y < y). 

On dit que X et Y sont independantes si pour tout couple de reels (x, y), 
F(X,Y)(. x >y ) = (x)iy(_y), ou F x et Pj^designent respectivement les fonc- 

tions de repartition des v.a.r. X et Y. Cela implique que 
Var(X + Y)= Var(X) + Var(V) . 

De fa5on equivalente, Xet Lsont independantes si, et seulement si pour tous 
sous-ensembles A et B de R, P(X g A et Y e B) = P(JT g A)¥(X g B). En 
particulier, si X et Y sont des v.a.r. a densite, la densite fiy y) du couple 
(X, Y) verifie pour tout couple de reels ( x , y), f^x Y){ x >y ) = IxM/y (^)> °u 
fxe t /ydesignent respectivement les densites des v.a.r. Xet Y. 

iNfiGALITfi DE MARKOV. 

Soit X, une v.a.r. definie sur un espace probabilise (Q, P) et admettant une 
esperance. Alors, pour tout E > 0 : 

P(|X| > £)<-E(|V|). 

£ 
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iNfiGALITfi DE BlENAYMfi-TCHEBYCHEV. 

Soit X, une v.a.r. d’esperance |i et de variance finie a 2 . Alors pour tout E > 0 : 

2 

P(|X-p|>e)<— . 

8 

LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES. 



Soient Xj, X n , n v.a.r. independantes et ayant meme loi de probabilite 
d’esperance commune notee (X. Alors, pour tout reel 8 > 0, on a : 



lim 1 



X x +--- + X n 



-H 



>8 



= 0 . 



Loi forte des grands nombres. 



Soient Xj, X n , n v.a.r. independantes definies sur un meme espace proba- 
bilise ayant meme loi de probabilite, d’esperance (X. Alors : 



lim * + - + *» 



\n — >+°° 

ThSoreme central limite. 



: M 



: 1 . 



Soient Xj, •••, X n , n v.a.r. definies sur un meme espace probabilise ayant 
meme loi de probabilite, d’esperance (X et de variance O 2 finies. Posons 

_ >/» ( X x + — + X n _ , , ) Alors, la loi de Z n converge vers la loi 



Z n= — \— --V 

normale 7V"(0, 1) , c’est-a-dire que pour tout a< b\ 

lim W(a < Z n < b) = — 4=f 

n—^+oo yj2K^ 

Somme de deux v.a.r. ind£pendantes. 



e-* /2 dx. 



Si Xet Y sont deux v.a.r. absolument continues independantes, la densite de 
probabilite de la v.a.r. S = X + Y est : 



fs~ fx* fr :xl ^J R 



En particulier, on a : E(5) = E(X) + E(X) et Var(S) = Var(X) + Var(F) . 
Loi centree reduite d’une v.a.r. 

Si X est une v.a.r. d’esperance finie (X et de variance finie O 2 , on pose 
Y = • Alors, Y est une v.a.r. d’esperance 0 et de variance 1 . On dit que 

la loi de Y est centree et reduite. 
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Table 1 : Loi binomiale 
Effectif n = 30 

Probabilite Pr(£) = C n p (1 — p) n . 











Probabilites individuelles Pr (k) = 


C k P k 0 - 


p) n - k 








p = 1 % 


p = 2 % 


p = 3 % 


p = 4 % 


p = 5 % 


p = 6 % 


p = 7 % 


p = 8 % 


p = 9 % 


p = 10 % 


0 


0,739 7 


0,545 5 


0,401 0 


0,293 9 


0,214 6 


0,156 3 


0,1134 


0,082 0 


0,059 1 


0,042 4 


1 


0,224 2 


0,334 0 


0,372 1 


0,367 3 


0,338 9 


0,299 2 


0,256 0 


0,213 8 


0,175 2 


0,141 3 


2 


0,032 8 


0,098 8 


0,166 9 


0,221 9 


0,258 6 


0,276 9 


0,279 4 


0,269 6 


0,251 3 


0,227 7 


3 


0,003 1 


0,018 8 


0,048 2 


0,086 3 


0,127 0 


0,165 0 


0,196 3 


0,218 8 


0,231 9 


0,236 1 


4 


0,000 2 


0,002 6 


0,010 1 


0,024 3 


0,045 1 


0,071 1 


0,099 7 


0,128 4 


0,154 8 


0,177 1 


5 




0,000 3 


0,001 6 


0,005 3 


0,012 4 


0,023 6 


0,039 0 


0,058 1 


0,079 6 


0,102 3 


6 






0,000 2 


0,000 9 


0,002 7 


0,006 3 


0,012 2 


0,021 0 


0,032 8 


0,047 4 


7 








0,000 1 


0,000 5 


0,001 4 


0,003 2 


0,006 3 


0,011 1 


0,018 0 


8 










0,000 1 


0,000 3 


0,000 7 


0,001 6 


0,003 2 


0,005 8 


9 














0000 1 


0,000 3 


0,000 8 


0,001 6 


10 
















0,000 1 


0,000 2 


0,000 4 


11 


0,000 1 








k = c 

Probabilites cumulees ^ 
k = 0 


pMi-p) 


n-k 






c 


p = 1 % 


p = 2 % 


p = 3 % 


p = 4 % 


p = 5 % 


p = 6 % 


p = 7 % 


p = 8 % 


p = 9 % 


p = 10 % 


0 


0,739 7 


0,545 5 


0,401 0 


0,293 9 


0,214 6 


0,156 3 


0,1134 


0,082 0 


0,059 1 


0,042 4 


1 


0,963 9 


0,879 4 


0,773 1 


0,661 2 


0,553 5 


0,455 5 


0,369 4 


0,295 8 


0,234 3 


0,183 7 


2 


0,996 7 


0,978 3 


0,939 9 


0,883 1 


0,812 2 


0,732 4 


0,648 8 


0,565 4 


0,485 5 


0,41 1 4 


3 


0,999 8 


0,997 1 


0,988 1 


0,969 4 


0,939 2 


0,897 4 


0,845 0 


0,794 2 


0,717 5 


0,647 4 


4 


0,999 9 


0,999 6 


0,998 2 


0,993 7 


0,984 4 


0,968 5 


0,944 7 


0,912 6 


0,872 3 


0,824 5 


5 


1 


1 


0,999 7 


0,999 9 


0,996 7 


0,992 1 


0,983 8 


0,970 7 


0,951 9 


0,926 8 


6 






1 


0,999 9 


0,999 4 


0,998 3 


0,996 0 


0,991 8 


0,984 8 


0,974 2 


7 








1 


0,999 9 


0,999 7 


0,999 2 


0,998 0 


0,995 9 


0,992 2 


8 










1 


0,999 9 


0,999 9 


0,999 6 


0,991 0 


0,998 0 


9 












1 


1 


0,999 9 


0,999 8 


0,999 5 


10 


1 1 0,999 9 


11 


1 
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Effectif, n = 40 



k 






Probabilities individuelles Pr (k) = C* p K 


(1 ~p) n ~ 


K 






p = 1 % 


p = 2 % 


p = 3 % 


p = 4 % 


p = 5 % 


p = 6 % 


p = 7 % 


p = 8 % 


p = 9 % 


p = 10 % 


0 


0 0,669 0 


0,445 7 


0,295 7 


0,195 4 


0,128 5 


0,084 2 


0,054 9 


0,035 6 


0,023 0 


0,014 8 


1 


1 0,270 3 


0,363 8 


0,365 8 


0,325 6 


0,270 6 


0,214 9 


0,165 2 


0,123 8 


0,091 0 


0,065 7 


2 


2 0,053 2 


0,144 8 


0,220 6 


0,264 6 


0,277 7 


0,267 5 


0,242 5 


0,210 0 


0,175 4 


0,142 3 


3 


3 0,006 8 


0,037 4 


0,086 4 


0,139 6 


0,185 1 


0,216 2 


0,221 2 


0,231 3 


0,219 8 


0,200 3 


4 


4 0,000 6 


0,007 1 


0,024 7 


0,053 8 


0,090 1 


0,127 7 


0,170 9 


0,186 0 


0,201 1 


0,205 9 


5 




0,001 0 


0,005 5 


0,016 1 


0,034 2 


0,058 7 


0,087 2 


0,116 5 


0,143 2 


0,164 7 


6 




0,000 1 


0,001 0 


0,003 9 


0,010 5 


0,021 8 


0,038 3 


0,059 1 


0,082 6 


0,106 8 


7 






0,000 1 


0,000 8 


0,002 7 


0,006 9 


0,014 0 


0,025 0 


0,039 7 


0,057 6 


8 








0,000 1 


0,000 6 


0,001 8 


0,004 3 


0,009 0 


0,016 2 


0,026 4 


9 










0,000 1 


0,000 4 


0,001 2 


0,002 8 


0,005 7 


0,010 4 


10 












0,000 1 


0,000 3 


0,000 7 


0,001 7 


0,003 6 


11 














0,000 1 


0,000 2 


0,000 5 


0,001 1 


12 


















0,000 1 


0,000 3 


13 


0,000 1 














k = c 
















Probabilities cumulees 




) k (1 -p) n 


-k 


















/c = 0 










c 


p = 1 % 


p = 2 % 


p = 3 % 


p = 4 % 


p = 5 % 


p = 6 % 


p = 7 % 


p = 8 % 


p = 9 % 


p = 10 % 


0 


0,669 0 


0,445 7 


0,295 7 


0,195 4 


0,128 5 


0,084 2 


0,054 9 


0,035 6 


0,023 0 


0,014 8 


1 


0,939 3 


0,809 5 


0,661 5 


0,521 0 


0,399 1 


0,299 0 


0,220 1 


0,159 4 


0,114 0 


0,080 5 


2 


0,992 5 


0,954 3 


0,882 2 


0,785 5 


0,676 7 


0,566 5 


0,462 5 


0,369 4 


0,289 4 


0,222 8 


3 


0,999 3 


0,991 8 


0,968 6 


0,925 2 


0,861 9 


0,782 7 


0,383 7 


0,600 7 


0,509 2 


0,423 1 


4 


1 


0,998 8 


0,993 3 


0,979 0 


0,952 0 


0,910 4 


0,854 6 


0,786 8 


0,710 3 


0,629 0 


5 




0,999 9 


0,998 8 


0,995 1 


0,986 1 


0,969 1 


0,941 9 


0,903 3 


0,853 5 


0,793 7 


6 




1 


0,999 8 


0,999 0 


0,996 6 


0,990 9 


0,980 1 


0,962 4 


0,936 1 


0,900 5 


7 






1 


0,999 8 


0,999 3 


0,997 7 


0,994 2 


0,987 3 


0,975 8 


0,958 1 


8 








1 


0,999 9 


0,998 5 


0,998 5 


0,996 3 


0,992 0 


0,984 5 


9 










1 


0,999 9 


0,999 7 


0,999 0 


0,997 6 


0,994 9 


10 












1 


0,999 9 


0,999 8 


0,999 4 


0,998 5 


11 














1 


1 


0,999 9 


0,999 6 


12 


1 0,999 9 


13 


1 
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DENSITY DE PROBABILITY DE LA LOI NORMALE RYDUITE (Loi de Laplace Gauss) 
(ordonnees de la courbe normale) 




/(«) = 

ou f(x) = 



1 -u 2 l 2 

e 



sf2n 

1 



a^/2n 



exp 



1 j 


x — m 


2 


2 








u 




A 


0,0 


0,398 9 


-19 


0,1 


0,397 0 


-60 


0,2 


0,391 0 


-96 


0,3 


0,381 4 


- 131 


0,4 


0,368 3 


- 162 


0,5 


0,352 1 


- 189 


0,6 


0,333 2 


-209 


0,7 


0,312 3 


-226 


0,8 


0,289 7 


236 


0,9 


0,266 1 


-242 


1,0 


0,241 9 


-240 


1,1 


0,217 9 


-237 


1,2 


0,194 2 


-228 


1,3 


0,171 4 


-217 


1,4 


0,149 7 


-202 


1,5 


0,129 5 


- 186 


1,6 


0,1109 


- 169 


1,7 


0,094 0 


- 150 


1,8 


0,079 0 


- 134 


1,9 


0,065 6 


- 116 


2,0 


0,054 0 


- 100 


2,1 


0,044 0 


-85 


2,2 


0,035 5 


-72 


2,3 


0,028 3 


-59 


2,4 


0,022 4 


-49 


2,5 


0,017 5 


-39 


2,6 


0,013 6 


-32 


2,7 


0,010 4 


-25 


2,8 


0,007 9 


- 19 


2,9 


0,006 0 


- 16 


3,0 


0,004 4 


- 11 


3,1 


0,003 3 


-9 


3,2 


0,002 4 


-7 


3,3 


0,001 7 


-5 


3,4 


0,001 2 


-3 


3,5 


0,000 9 


-3 


3,6 


0,000 6 


-2 


3,7 


0,000 4 


- 1 


3,8 


0,000 3 


- 1 


3,9 


0,000 2 




4,0 


0,000 135 
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Exemple : pour u = 1,25 F(u) = 0,894 4 

pour u= 1,25 F(u) = 0,105 6. 
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Table 3 : Loi de Poisson 

k 

m 

—m— 

Prob ( k ) = e ^ ■ 



k 






Probabilites individuelles Pr ( k ) = 


m k 
— m — 
e k ! 








m = 0,1 


m = 0,2 


m = 0,3 


m = 0,4 


171 = 0,5 


m = 0,6 


m = 0,7 


m = 0,8 


m = 0,9 


0 


0,904 8 


0,818 7 


0,740 8 


0,670 3 


0,606 5 


0,548 8 


0,496 6 


0,449 3 


0,406 6 


1 


0,090 5 


0,163 7 


0,222 2 


0,268 1 


0,303 3 


0,329 3 


0,347 6 


0,359 5 


0,365 9 


2 


0,004 5 


0,016 4 


0,033 3 


0,053 6 


0,075 8 


0,098 8 


0,121 7 


0,143 8 


0,164 7 


3 


0,000 2 


0,001 1 


0,003 3 


0,007 2 


0,012 6 


0,019 8 


0,029 4 


0,038 3 


0,049 4 


4 




0,000 1 


0,000 3 


0,000 7 


0,001 6 


0,003 0 


0,005 0 


0,007 7 


0,011 1 


5 








0,000 1 


0,000 2 


0,000 4 


0,000 7 


0,001 2 


0,002 0 


6 














0,000 1 


0,000 2 


0,000 3 



Probabilites individuelles Pr ( k ) = e m k ! 





m = 1,0 


m= 1,5 


m = 2,0 


m = 2,5 


m = 3,0 


777 = 3,5 


777 = 4,0 


777 = 4,5 


777 = 5,0 


0 


0,367 9 


0,223 1 


0,135 3 


0,082 1 


0,049 8 


0,030 2 


0,018 3 


0,011 1 


0,006 7 


1 


0,367 9 


0,334 7 


0,270 7 


0,205 2 


0,149 4 


0,105 7 


0,073 3 


0,050 0 


0,033 7 


2 


0,183 9 


0,251 0 


0,270 7 


0,256 5 


0,224 0 


0,185 0 


0,146 5 


0,112 5 


0,084 2 


3 


0,061 3 


0,125 5 


0,180 4 


0,213 8 


0,224 0 


0,215 8 


0,195 4 


0,168 7 


0,140 4 


4 


0,015 3 


0,047 1 


0,090 2 


0,133 6 


0,168 0 


0,188 8 


0,195 4 


0,189 8 


0,175 5 


5 


0,003 1 


0,014 1 


0,036 1 


0,066 8 


0,100 8 


0,132 2 


0,156 3 


0,170 8 


0,175 5 


6 


0,000 5 


0,003 5 


0,012 0 


0,027 8 


0,050 4 


0,077 1 


0,104 2 


0,128 1 


0,146 2 


7 


0,000 1 


0,000 8 


0,003 4 


0,009 9 


0,021 6 


0,038 5 


0,059 5 


0,082 4 


0,104 4 


8 




0,000 1 


0,000 9 


0,003 1 


0,008 1 


0,016 9 


0,029 8 


0,046 3 


0,065 3 


9 






0,000 2 


0,000 9 


0,002 7 


0,006 6 


0,013 2 


0,023 2 


0,036 3 


10 








0,000 2 


0,000 8 


0,002 3 


0,005 3 


0,010 4 


0,018 1 


11 










0,000 2 


0,000 7 


0,001 9 


0,004 3 


0,008 2 


12 










0,000 1 


0,000 2 


0,000 6 


0,001 6 


0,003 4 


13 












0,000 1 


0,000 2 


0,000 6 


0,001 3 


14 














0,000 1 


0,000 2 


0,000 5 


15 
















0,000 1 


0,000 2 



16 0,000 1 
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Table 3 : Loi de Poisson (suite) 



Probabilities individuelles Pr ( k ) = e m k \ 





777 = 5,5 


777 = 6,0 


777 = 6,5 


777 = 7,0 


777 = 7,5 


777 = 8,0 


777 = 8,5 


777 = 9,0 


777 = 9,5 


0 


0,004 1 


0,002 5 


0,001 5 


0,000 9 


0,000 6 


0,000 3 


0,000 2 


0,000 1 


0,000 1 


1 


0,022 5 


0,014 9 


0,009 8 


0,006 4 


0,004 1 


0,002 7 


0,001 7 


0,001 1 


0,000 7 


2 


0,061 8 


0,044 6 


0,031 8 


0,022 3 


0,015 6 


0,010 7 


0,007 4 


0,005 0 


0,003 4 


3 


0,113 3 


0,089 2 


0,068 8 


0,052 1 


0,038 9 


0,028 6 


0,020 8 


0,015 0 


0,010 7 


4 


0,155 8 


0,133 9 


0,111 8 


0,091 2 


0,072 9 


0,057 3 


0,044 3 


0,033 7 


0,025 4 


5 


0,171 4 


0,160 6 


0,145 4 


0,127 7 


0,109 4 


0,091 6 


0,075 2 


0,060 7 


0,048 3 


6 


0,157 1 


0,160 6 


0,157 5 


0,149 0 


0,136 7 


0,122 1 


0,106 6 


0,091 1 


0,076 4 


7 


0,123 4 


0,137 7 


0,146 2 


0,149 0 


0,146 5 


0,139 6 


0,129 4 


0,117 1 


0,103 7 


8 


0,084 9 


0,103 3 


0,118 8 


0,1304 


0,137 3 


0,139 6 


0,137 5 


0,131 8 


0,123 2 


9 


0,051 9 


0,068 8 


0,085 8 


0,101 4 


0,1144 


0,124 1 


0,129 9 


0,131 8 


0,130 0 


10 


0,028 5 


0,041 3 


0,055 8 


0,071 0 


0,085 8 


0,099 3 


0,1104 


0,118 6 


0,123 5 


11 


0,014 3 


0,022 5 


0,033 0 


0,045 2 


0,058 5 


0,072 2 


0,085 3 


0,097 0 


0,106 7 


12 


0,006 5 


0,011 3 


0,017 9 


0,026 4 


0,036 6 


0,048 1 


0,060 4 


0,072 8 


0,084 4 


13 


0,002 8 


0,005 2 


0,008 9 


0,014 2 


0,021 1 


0,029 6 


0,039 5 


0,050 4 


0,061 7 


14 


0,001 1 


0,002 2 


0,004 1 


0,007 1 


0,011 3 


0,016 9 


0,024 0 


0,032 4 


0,041 9 


15 


0,000 4 


0,000 9 


0,001 8 


0,003 3 


0,005 7 


0,009 0 


0,013 6 


0,019 4 


0,026 5 


16 


0,000 1 


0,000 3 


0,000 7 


0,001 4 


0,002 6 


0,004 5 


0,007 2 


0,010 9 


0,015 7 


17 




0,000 1 


0,000 3 


0,000 6 


0,001 2 


0,002 1 


0,003 6 


0,005 8 


0,008 8 


18 




0,000 1 


0,000 2 


0,000 5 


0,000 9 


0,001 7 


0,002 9 


0,004 6 


19 






0,000 1 


0,000 2 


0,000 4 


0,000 8 


0,001 4 


0,002 3 


20 










0,000 1 


0,000 2 


0,000 3 


0,000 6 


0,001 1 


21 










0,000 1 


0,000 1 


0,000 3 


0,000 5 


22 














0,0001 


0,000 1 


0,000 2 



23 0,000 1 

24 
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Table 3 : Loi de Poisson (suite) 





k 


777 = 1 0 


777 = 1 1 


777 = 12 


777 = 13 


777 = 14 


777 = 1 5 


777 = 1 6 


777 = 1 7 


777 = 18 


0 


1 


0,000 5 


0,000 2 


0,000 1 














2 


0,002 3 


0,001 0 


0,000 4 


0,000 2 


0,000 1 










3 


0,007 6 


0,003 7 


0,001 8 


0,000 8 


0,000 4 


0,000 2 


0,000 1 






4 


0,018 9 


0,010 2 


0,005 3 


0,002 7 


0,001 3 


0,000 7 


0,000 3 


0,000 2 


0,000 1 


5 


0,037 8 


0,022 4 


0,012 7 


0,007 0 


0,003 7 


0,001 9 


0,001 0 


0,000 5 


0,000 2 


6 


0,063 1 


0,041 1 


0,025 5 


0,015 2 


0,008 7 


0,004 8 


0,002 6 


0,001 4 


0,000 7 


7 


0,090 1 


0,064 6 


0,043 7 


0,028 1 


0,017 4 


0,010 4 


0,006 0 


0,003 4 


0,001 9 


8 


0,112 6 


0,088 8 


0,065 5 


0,045 7 


0,030 4 


0,019 4 


0,012 0 


0,007 2 


0,004 2 


9 


0,125 1 


0,108 5 


0,087 4 


0,066 1 


0,047 3 


0,032 4 


0,021 3 


0,013 5 


0,008 3 


10 


0,125 1 


0,1194 


0,104 8 


0,085 9 


0,066 3 


0,048 6 


0,034 1 


0,023 0 


0,015 0 


11 


0,113 7 


0,119 4 


0,1144 


0,101 5 


0,084 4 


0,066 3 


0,049 6 


0,035 6 


0,024 5 


12 


0,094 8 


0,109 4 


0,1144 


0,109 9 


0,098 4 


0,082 9 


0,066 1 


0,050 4 


0,036 8 


13 


0,072 9 


0,092 6 


0,105 6 


0,109 9 


0,106 0 


0,095 6 


0,081 4 


0,065 8 


0,050 9 


14 


0,052 1 


0,072 8 


0,090 5 


0,102 1 


0,106 0 


0,102 4 


0,093 0 


0,070 0 


0,065 5 


15 


0,034 7 


0,053 4 


0,072 4 


0,088 5 


0,098 9 


0,102 4 


0,099 2 


0,090 6 


0,078 6 


16 


0,021 7 


0,036 7 


0,054 3 


0,071 9 


0,086 6 


0,096 0 


0,099 2 


0,096 3 


0,088 4 


17 


0,012 8 


0,023 7 


0,038 3 


0,055 0 


0,071 3 


0,084 7 


0,093 4 


0,096 3 


0,093 6 


18 


0,007 1 


0,014 5 


0,025 5 


0,039 7 


0,055 4 


0,070 6 


0,083 0 


0,090 9 


0,093 6 


19 


0,003 7 


0,008 4 


0,016 1 


0,027 2 


0,040 9 


0,055 8 


0,069 9 


0,081 4 


0,088 7 


20 


0,001 9 


0,004 6 


0,009 7 


0,017 7 


0,028 6 


0,041 8 


0,055 9 


0,069 2 


0,079 8 



21 


0,000 9 


0,002 4 


0,005 5 


0,010 9 


0,019 1 


0,029 9 


0,042 6 


0,056 0 


0,068 4 


22 


0,000 4 


0,001 2 


0,003 0 


0,006 5 


0,012 1 


0,020 4 


0,031 0 


0,043 3 


0,056 0 


23 


0,000 2 


0,000 6 


0,001 6 


0,003 7 


0,007 4 


0,013 3 


0,021 6 


0,032 0 


0,043 8 


24 


0,000 1 


0,000 3 


0,000 8 


0,002 0 


0,004 3 


0,008 3 


0,014 4 


0,022 7 


0,032 9 


25 




0,000 1 


0,000 4 


0,001 0 


0,002 4 


0,005 0 


0,009 2 


0,015 4 


0,023 7 


26 






0,000 2 


0,000 5 


0,001 3 


0,002 9 


0,005 7 


0,010 1 


0,016 4 


27 






0,000 1 


0,000 2 


0,000 7 


0,001 6 


0,003 4 


0,006 3 


0,010 9 


28 








0,000 1 


0,000 3 


0,000 9 


0,001 9 


0,003 9 


0,007 0 


29 










0,000 2 


0,000 4 


0,001 0 


0,002 3 


0,004 4 


30 










0,000 1 


0,000 2 


0,000 6 


0,001 3 


0,002 6 


31 












0,000 1 


0,000 3 


0,000 7 


0,001 5 


32 












0,000 1 


0,000 1 


0,000 4 


0,000 9 


33 














0,000 1 


0,000 2 


0,000 5 


34 
















0,000 1 


0,000 2 



35 0,000 1 

36 0,000 1 
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7.2 Elements de statistiques 

On rappelle que les fonctions T et B sont definies par les relations : 

T(a')= t x l e t dt et B(.v, y) = t x *(1 -t)- y At. 

Jo 'Jo 

7.2.1 Quelques lois de probability utiles en statistiques 

■ La loi du y} 

Cette loi est caracterisee par un parametre k e N appele degre de liberte. 
Soient Xj •••, X y k v.a.r. independantes de meme loi normale Af (0,1) (loi 
normale centree et reduite). Alors, la v.a.r. X — X 2 + + X\ suit une loi du 

y 2 a k degres de liberte. 



Nom de la loi 


% 2 (/c), avec h N* 


Densite de la v.a.r. X 


r /jA (1/2) k/ 2-1 -x/2- 

W-nkn) x e 1 + “t 


Esperance 


k 


Variance 


2k 


Fonction caracteristique 


II 

1 

NJ 

NJ 


■ La loi de Student 


Soit Z, une v.a.r. suivant une 


loi normale centree et reduite. Soit U, une v.a.r. 


independante de Z suivant une loi du y 2 (k). Alors, la v.a.r. T = , suit 

4uTk 

une loi de Student a k degres de liberte. 


Nom de la loi 


Student a k d.d.l, avec teN* 

t k + 1 


Densite de la v.a.r. X 


f i n(k+'i)/2)( 2 

m -Jkn nk/ 2 ) 1 1 + J 


Esperance 


0 si k > 1 et non definie si 7c = 7 


Variance 


+ si k < 2 et . ^ sinon 
AC — 2 



293 





7 • Probability 
et statistiques 



7.2 Elements de statistiques 



■ La loi de Fisher-Snedecor 



Une v.a.r. Xsuit la loi de Fisher-Snedecor lorsque X = 



U x !d x 
U 2 ! d 2 



, avec U x et U 2 



deux v.a.r. independantes suivant une loi du % 2 respectivement a d x et d 2 
degres de liberte. 



Nom de la loi 


Fischer-Snedecor X(d x , d 2 ), avec (d x , d 2 ) e (N*) 2 


Densite de la v.a.r. X 


r ) d ' /2 (i d i x ) d2/2 

^d,x + dJ V d.x + dJ 


xU xB(d 1 /2, d 2 /2) [° + ”[ 


Esperance 

Variance 


d 2 

d 2 - 2 S ' d2>2 

2d\{d x + d 2 -2) 

— L -y- £ si d 2 > 4 

d x (d 2 - 2 ) (cf 2 - 4) 



- Soit U, une v.a.r. suivant la loi normale reduite TV (0,1) et Z, une v.a.r. 
independante de U suivant une loi du % 2 a k degres de liberte. Alors, la 
v.a.r. T = -JV suit une loi de Student a k degres de liberte. 

- Si .Vest une v.a.r. suivant une loi de Student a k degres de liberte, alors X 2 
suit une loi de Fisher-Snedecor de degres de liberte d x = 1 et d 2 = k . 

7.2.2 Caracteristiques des echantillons 

On considere une serie statistique, mise sous la forme d’un tableau du type : 



Observations x x 


*k 


Effectifs n x 


n k 


Frequences f x 


h 



On pose TV = n x -\ 1 -n^ (effectif total). On rappelle que la frequence de la 

valeurxyest 
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■ Caracteristiques de tendance centrale 

II est en general necessaire dans le tableau precedent de classer les observa- 
tions par ordre croissant. 

- Moyenne d’une serie statistique : Jt = fx\ H h f^x^. 

- Quartiles d’une serie statistique : le premier et le troisieme quartiles sont les 
valeurs telles que, respectivement 25 % et 75 % des observations sont au- 
dessous d’eux, 75 % et 25 % se situent au-dessus. 

- Deciles d’une serie statistique : le premier et le neuvieme decile laissent 
respectivement 10 % et 90 % des observations au-dessous d’eux, 90 % et 
10 % au-dessus d’eux. 

- Mediane d’une serie statistique : la mediane est le deuxieme quartile. C’est 
une valeur qui laisse 50 % des observations au-dessous et 50 % au-dessus. 
Voici une fagon (non unique) de la calculer : si le nombre d’observations 
Nest impair, la mediane est la valeur de l’observation qui se trouve au rang 
(2V+l)/2. Si TV est pair, la mediane se trouve au milieu de l’intervalle 
\- x NI2’ x NI2+ 1]- 

■ Caracteristiques de dispersion 

- Etendue d’une serie statistique : ecart entre la plus grande et la plus petite 
valeur de la serie. 

- Variance d’une serie statistique : CJ" = f\{x^ — |J.) 2 -t h fhlx^ — ft)" = 

f\ x \ +■■■ + fk x l~ M 2 ■ 

- Ecart-type d’une serie statistique : c’est O (la racine carree de la variance). 

- Ecart absolu moyen d’une serie statistique : e = f^\x^— |t | H V f/ c \x/ ! - (t | . 

- Ecart interquartile d’une serie statistique : c’est l’ecart entre le troisieme et le 
premier quartile de la serie. 

7.2.3 L'estimation statistique 

On considere un parametre 0 dont on souhaite obtenir une estimation 0\ Le 
probleme se ramene a determiner une fonction des observations 
0 = f{x i,---, xf), aussi proche que possible du parametre 0. On associe aux 
k observations k v.a.r. Xj, ■■■, X ^ On dit alors qu’une v.a.r. T \ dependant de 
Xy , ■■■, Xfc constitue un estimateur de 0 si c’est une fonction qui fait corres- 
pondre a une suite d’observations issues du modele une valeur 0 appelee 
estimation. 

Si, pour tout i, E(7}) = 0 , l’estimateur est dit « sans biais ». 

L’estimateur 7 \ est dit convergent s’il converge en probabilite vers 0, soit : 

lim P(|7*-0|>e) = O, Ve>0. 
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■ Definition 

Intervalle de confiance de l’estimation de 9, au seuil de probability a e ]0,1[ 
(proche de 1). 

C’est un intervalle du type [0 — Ej, 0 — £ 2 ] » oil et £ 2 sont choisis tels 
que : 



P(0-7* G[£ 1; £ 2 ]) = l-a. 



■ Estimation d'une moyenne 

On considere une population de moyenne p inconnue et un nombre d’obser- 
vations k grand. Xj, •••, X \ sont k v.a.r. associees aux observations. On 
suppose qu’elles possedent des moments d’ordres 1 et 2, de meme loi de 
probability. 

- Si la variance Q_ est connue. 



* ] 

Un estimateur sans biais de la moyenne est donne par p = -(Xj + + X^). 

Intervalle de confiance de la moyenne au seuil de probability 0t, lorsque k est 

* a * a 

M — u aH > M ■*" u aH 

ou u a j 2 est lu dans la table de la loi normale centree reduite (voir les tables 
de lois, en fin de chapitre) de sorte que P(| U |> « a y 2 )) = a , avec U, une v.a.r. 
de loi 7V(0, 1). 

- Si la variance Q~ n’est pas connue. 

On calcule de prime abord un estimateur sans biais de la moyenne 
V =~ k ( X \ + - + X k)- 1 2 , 

Un estimateur sans biais de O 2 est O* 2 = - — - M x\ - p ) H h — p j I . 

Intervalle de confiance de la moyenne au seuil de probability 0t, lorsque k est 



t aJ2 > l- 1 + t aJ2 ^ 



oil t a j 2 est lu dans la table de la loi de Student a k — 1 degres de liberte (voir 
les tables de lois, en fin de chapitre) de sorte que P(| S |> t a j 2 )~ a > avec 
une v.a.r. suivant une loi de Student de parametre k — \. 
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■ Estimation d'une variance 

On calcule de prime abord un estimateur sans biais de la moyenne 
M =— (Xj +--- + X k ). 

On designe par s 2 la variance de cette serie statistique, c’est-a-dire 
n 

Un estimateur sans biais de la variance est donne par 

°* 2= iri(( x i-^) 2+ - + h-^) 2 )- 

Intervalle de confiance de la variance au seuil de probability <X, lorsque k est 
, ou X\ et Xl sont lus d ans table de la loi du X" a 
k- 1 degres de liberte, relies que P (% 2 e = 1 — 



grand : 



2 2 
ns ns 

2 ~ ’ 2 ~ 
Yi 



7.2.4 La regression lineaire 

On considere deux grandeurs statistiques X et Y. Parfois, il apparait que ces 
grandeurs semblent liees par une relation affine, du type Y = aX + b. La 
regression lineaire consiste a determiner une estimation des valeurs a et b et a 
quantifier la validite de cette relation grace au coefficient de correlation 
lineaire. 

A partir de mesures des variables statistiques X et Y, on peut placer sur un 
graphe les points On appelle ce type de graphe un nuage de 

points. Si les points Mi paraissent alignes, on peut alors tenter une regression 
lineaire, c’est-a-dire chercher la droite (77) dont l’equation est y = ax+ b et 
qui passe au plus pres des points M ), selon la methode des moindres carres. 
Cette methode consiste a rendre minimale la somme des carres des ecarts des 
points a la droite, autrement dit, on cherche a et b tels que la quantite : 

d 2 = (j/j — ax\ — b)“ H 1- (_% — axfc — b)“ 

soit rendue minimale. 

■ Notations 

- Moyenne empirique des X : x = — (xj H hxj). 

k 
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— Moyenne empirique des Y: jv = — (j/j H 

k 

- Variance empirique des x : Var(x) = 

1 / 2 . , 2 \ -2 

- +--- + x k - x . 

n ' ' 

— Ecart-type empirique des x : O x = y/V ar(x) . 

— Variance empirique des y : Var(jy) = — — yj 4 — y 

2 ± x 2 | -2 

- Ji +■■■+ yk\- y ■ 

n ' ' 

- Ecart-type empirique des y :O y = ^]Var(y) . 

- Covariance empirique des x et y : cov(x,y) = - ((xj — x)(y^ — y)-\ h 

- - 1 — n 

{x k ~x){y k ~ y)) = - (xj y l + ■ • • + x k y k ) - xy . 




■ Caracterisation de la droite de regression d'equation y = ax + b 



— Coefficient directeur : a = 



cov(x,_y) 

Var(x) 



- Ordonnee a I’origine : b = y — ax . 

Notons que cette droite passe par le point moyen G{x,y) . 

Coefficient de correlation lineaire. La valeur absolue de ce coefficient est infe- 
rieure a 1 . En general, on considere que l’ajusteme nt affi ne est valide lorsque 
la valeur absolue de ce coefficient est superieure a J ?>/2 . II est defini par : 



cov(x, y) 

P = ■ 

°x°y 

Intervalle de confiance d'une observation 



Une droite de regression peut etre utilisee pour predire Fordo nnee + j d un 
(k+ l) e point du nuage. 

Estimateur sans biais de I’observation : y* \ = aX ^^ j + b . 
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Estimateur sans biais de la variance : O = — — 

k- 1 

Intervalle de confiance de I’observation au seuil de probability (X, lorsque k est 
grand : 

[/ih-l-*a/2®*P./it+l + #a/2®* P] 

ou 

- on a pose (3 = 

— t a / 2 est lu dans la table de la loi de Student a k - 2 degres de liberte (voir 
les tables de lois, en fin de chapitre) de sorte que P(|S| > ^ct/2 ) ~ avec •X 
une v.a.r. suivant une loi de Student de parametre k-2. 
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1 0,000 2 0,001 0 0,003 9 0,015 8 2,71 3,84 5,02 6,63 10,83 

2 0,02 0,05 0,10 0,21 4,61 5,99 7,38 9,21 13,82 

3 0,12 0,22 0,35 0,58 6,25 7,81 9,35 11,34 16,27 

4 0,30 0,48 0,71 1,06 7,78 9,49 11,14 13,28 18,47 

5 0,55 0,83 1,15 1,61 9,24 11,07 12,83 15,09 20,52 

6 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 14,45 16,81 22,46 

7 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,01 18,47 24,32 

8 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,53 20,09 26,13 

9 2,09 2,70 3,33 4,17 14,68 16,92 19,02 21,67 27,88 

10 2,56 3,25 3,94 4,87 15,99 18,31 20,48 23,21 29,59 

11 3,05 3,82 4,57 5,58 17,27 19,67 21,92 24,72 31,26 

12 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,34 26,22 32,91 

13 4,11 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,69 34,53 

14 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 23,68 26,12 29,14 36,12 

15 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 27,49 30,58 37,70 

16 5,81 6,91 7,96 9,31 23,54 26,30 28,84 32,00 39,25 

17 6,41 7,56 8,67 10,08 24,77 27,59 30,19 33,41 40,79 

18 7,01 8,23 9,39 10,86 25,99 28,87 31,53 34,80 42,31 

19 7,63 8,91 10,12 11,65 27,20 30,14 32,85 36,19 43,82 

20 8,26 9,59 10,85 12,44 28,41 31,41 34,17 37,57 45,32 

21 8,90 10,28 11,59 13,24 29,61 32,67 35,48 38,93 46,80 

22 9,54 10,98 12,34 14,04 30,81 33,92 36,78 40,29 48,27 

23 10,20 11,69 13,09 14,85 32,01 35,17 38,08 41,64 49,73 

24 10,86 12,40 13,85 15,66 33,20 36,41 39,37 42,98 51,18 

25 11,52 13,12 14,61 16,47 34,38 37,65 40,65 44,31 52,62 

26 12,20 13,84 15,38 17,29 35,56 38,88 41,92 45,64 54,05 

27 12,88 14,57 16,15 18,11 36,74 40,11 43,19 46,96 55,48 

28 13,57 15,31 16,93 18,94 37,92 41,34 44,46 48,28 56,89 

29 14,26 16,05 17,71 19,77 39,09 42,56 45,72 49,59 58,30 

30 14,95 16,79 18,49 20,60 40,26 43,77 46,98 50,89 59,70 
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Table 5 : Loi de Student 



V 

m \ 


0,90 


0,80 


0,70 


0,60 


0,50 


0,40 


0,30 


0,20 


0,10 


0,05 


0,02 


0,01 


0,001 


1 


0,158 


0,325 


0,510 


0,727 


1,000 


1,376 


1,963 


3,078 


6,314 


12,706 


31,821 


63,657 


636,619 


2 


0,142 


0,289 


0,445 


0,617 


0,816 


1,061 


1,386 


1,886 


2,920 


4,303 


6,965 


9,925 


31,598 


3 


0,137 


0,277 


0,424 


0,584 


0,765 


0,978 


1,250 


1,638 


2,353 


3,182 


4,541 


5,841 


12,929 


4 


0,134 


0,271 


0,414 


0,569 


0,741 


0,941 


1,190 


1,533 


2,131 


2,776 


3,747 


4,604 


8,610 


5 


0,132 


0,267 


0,408 


0,559 


0,727 


0,920 


1,156 


1,476 


2,015 


2,571 


3,365 


4,032 


6,869 


6 


0,131 


0,265 


0,404 


0,553 


0,718 


0,906 


1,134 


1,440 


1,943 


2,447 


3,143 


3,707 


5,959 


7 


0,130 


0,263 


0,402 


0,549 


0,711 


0,896 


1,119 


1,415 


1,895 


2,365 


2,998 


3,499 


5,408 


8 


0,130 


0,262 


0,399 


0,546 


0,706 


0,889 


1,108 


1,397 


1,860 


2,306 


2,896 


3,355 


5,041 


9 


0,129 


0,261 


0,398 


0,543 


0,703 


0,883 


1,100 


1,383 


1,833 


2,262 


2,821 


3,250 


4,781 


10 


0,129 


0,260 


0,397 


0,542 


0,700 


0,879 


1,093 


1,372 


1,812 


2,228 


2,764 


3,169 


4,587 



11 


0,129 


0,260 


0,396 


0,540 


0,697 


0,876 


1,088 


1,363 


1,796 


2,201 


2,718 


3,106 


4,437 


12 


0,128 


0,259 


0,395 


0,539 


0,695 


0,873 


1,083 


1,356 


1,782 


2,179 


2,681 


3,055 


4,318 


13 


0,128 


0,259 


0,394 


0,538 


0,694 


0,870 


1,079 


1,350 


1,771 


2,160 


2,650 


3,012 


4,221 


14 


0,128 


0,258 


0,393 


0,537 


0,692 


0,868 


1,076 


1,345 


1,761 


2,145 


2,624 


2,977 


4,140 


15 


0,128 


0,258 


0,393 


0,536 


0,691 


0,866 


1,074 


1,314 


1,753 


2,131 


2,602 


2,947 


4,073 


16 


0,128 


0,258 


0,392 


0,535 


0,690 


0,865 


1,071 


1,337 


1,746 


2,120 


2,583 


2,921 


4,015 


17 


0,128 


0,257 


0,392 


0,534 


0,689 


0,863 


1,069 


1,333 


1,740 


2,110 


2,567 


2,898 


3,965 


18 


0,127 


0,257 


0,392 


0,534 


0,688 


0,862 


1,067 


1,330 


1,734 


2,101 


2,552 


2,878 


3,922 


19 


0,127 


0,257 


0,391 


0,533 


0,688 


0,861 


1,066 


1,328 


1,729 


2,093 


2,539 


2,861 


3,883 


20 


0,127 


0,257 


0,391 


0,533 


0,687 


0,860 


1,064 


1,325 


1,725 


2,086 


2,528 


2,845 


3,850 



21 


0,127 


0,257 


0,391 


0,532 


0,686 


0,859 


1,063 


1,323 


1,721 


2,080 


2,518 


2,831 


3,819 


22 


0,127 


0,256 


0,390 


0,532 


0,686 


0,858 


1,061 


1,321 


1,717 


2,074 


2,508 


2,819 


3,792 


23 


0,127 


0,256 


0,390 


0,532 


0,685 


0,858 


1,060 


1,319 


1,714 


2,069 


2,500 


2,807 


3,767 


24 


0,127 


0,256 


0,390 


0,531 


0,685 


0,857 


1,059 


1,318 


1,711 


2,064 


2,492 


2,797 


3,745 


25 


0,127 


0,256 


0,390 


0,531 


0,684 


0,856 


1,058 


1,316 


1,708 


2,060 


2,485 


2,787 


3,725 


26 


0,127 


0,256 


0,390 


0,531 


0,684 


0,856 


1,058 


1,315 


1,706 


2,056 


2,479 


2,779 


3,707 


27 


0,127 


0,256 


0,389 


0,531 


0,684 


0,855 


1,057 


1,314 


1,703 


2,052 


2,473 


2,771 


3,690 


28 


0,127 


0,256 


0,389 


0,530 


0,683 


0,855 


1,056 


1,313 


1,701 


2,048 


2,467 


2,763 


3,674 


29 


0,127 


0,256 


0,389 


0,530 


0,683 


0,854 


1,055 


1,311 


1,699 


2,045 


2,462 


2,756 


3,659 


30 


0,127 


0,256 


0,389 


0,530 


0,683 


0,854 


1,055 


1,310 


1,697 


2,042 


2,457 


2,750 


3,646 



40 


0,126 


0,255 


0,388 


0,529 


0,681 


0,851 


1,050 


1,303 


1,684 


2,021 


2,423 


2,704 


3,551 


80 


0,126 


0,254 


0,387 


0,527 


0,679 


0,848 


1,046 


1,296 


1,671 


2,000 


2,390 


2,660 


3,460 


120 


0,126 


0,254 


0,386 


0,526 


0,677 


0,845 


1,041 


1,289 


1,658 


1,980 


2,358 


2,617 


3,373 




0,126 


0,253 


0,385 


0,524 


0,674 


0,842 


1,036 


1,282 


1,645 


1,960 


2,326 


2,576 


3,291 
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Table 6 : Loi de Snedecor 



m 2 


m i 


= 1 


7T)i 


= 2 


77)i 


= 3 


77T-I 


= 4 


mi 


= 5 


P = 0,05 


P = 0,01 


P = 0,05 


P = 0,01 


P = 0,05 


P = 0,01 


P = 0,05 


P = 0,01 


P = 0,05 


P = 0,01 


1 


161,4 


4 052 


199,5 


4 999 


215,7 


5 403 


224,6 


5 625 


230,2 


5 764 


2 


18,51 


98,49 


19,00 


99,00 


19,16 


99,17 


19,25 


99,25 


19,30 


99,30 


3 


10,13 


34,12 


9,55 


30,81 


9,28 


29,46 


9,12 


28,71 


9,01 


28,24 


4 


7,71 


21,20 


6,94 


18,00 


6,59 


16,69 


6,39 


15,98 


6,26 


15,52 


5 


6,61 


16,26 


5,79 


13,27 


5,41 


12,06 


5,19 


11,39 


5,05 


10,97 


6 


5,99 


13,74 


5,14 


10,91 


4,76 


9,78 


4,53 


9,15 


4,39 


8,75 


7 


5,59 


12,25 


4,74 


9,55 


4,35 


8,45 


4,12 


7,85 


3,97 


7,45 


8 


5,32 


11,26 


4,46 


8,65 


4,07 


7,59 


3,84 


7,01 


3,69 


6,63 


9 


5,12 


10,56 


4,26 


8,02 


3,86 


6,99 


3,63 


6,42 


3,48 


6,06 


10 


4,96 


10,04 


4,10 


7,56 


3,71 


6,55 


3,48 


5,99 


3,33 


5,64 






11 


4,84 


9,65 


3,98 


7,20 


3,59 


6,22 


3,36 


5,67 


3,20 


5,32 


12 


4,75 


9,33 


3,88 


6,93 


3,49 


5,95 


3,26 


5,41 


3,11 


5,06 


13 


4,67 


9,07 


3,80 


6,70 


3,41 


5,74 


3,18 


5,20 


3,02 


4,86 


14 


4,60 


8,86 


3,74 


6,51 


3,34 


5,56 


3,11 


5,03 


2,96 


4,69 


15 


4,54 


8,68 


3,68 


6,36 


3,29 


5,42 


3,06 


4,89 


2,90 


4,56 


16 


4,49 


8,53 


3,63 


6,23 


3,24 


5,29 


3,01 


4,77 


2,85 


4,44 


17 


4,45 


8,40 


3,59 


6,11 


3,20 


5,18 


2,96 


4,67 


2,81 


4,34 


18 


4,41 


8,28 


3,55 


6,01 


3,16 


5,09 


2,93 


4,58 


2,77 


4,25 


19 


4,38 


8,18 


3,52 


5,93 


3,13 


5,01 


2,90 


4,50 


2,74 


4,17 


20 


4,35 


8,10 


3,49 


5,85 


3,10 


4,94 


2,87 


4,43 


2,71 


4,10 






21 


4,32 


8,02 


3,47 


5,78 


3,07 


4,87 


2,84 


4,37 


2,68 


4,04 


22 


4,30 


7,94 


3,44 


5,72 


3,05 


4,82 


2,82 


4,31 


2,66 


3,99 


23 


4,28 


7,88 


3,42 


5,66 


3,03 


4,76 


2,80 


4,26 


2,64 


3,94 


24 


4,26 


7,82 


3,40 


5,61 


3,01 


4,72 


2,78 


4,22 


2,62 


3,90 


25 


4,24 


7,77 


3,38 


5,57 


2,99 


4,68 


2,76 


4,18 


2,60 


3,86 


26 


4,22 


7,72 


3,37 


5,53 


2,98 


4,64 


2,74 


4,14 


2,59 


3,82 


27 


4,21 


7,68 


3,35 


5,49 


2,96 


4,60 


2,73 


4,11 


2,57 


3,78 


28 


4,20 


7,64 


3,34 


5,45 


2,95 


4,57 


2,71 


4,07 


2,56 


3,75 


29 


4,18 


7,60 


3,33 


5,42 


2,93 


4,54 


2,70 


4,04 


2,54 


3,73 


30 


4,17 


7,56 


3,32 


5,39 


2,92 


4,51 


2,69 


4,02 


2,53 


3,70 


40 


4,08 


7,31 


3,23 


5,18 


2,84 


4,31 


2,61 


3,83 


2,45 


3,51 


60 


4,00 


7,08 


3,15 


4,98 


2,76 


4,13 


2,52 


3,65 


2,37 


3,34 


120 


3,92 


6,85 


3,07 


4,79 


2,68 


3,95 


2,45 


3,48 


2,29 


3,17 


oo 


3,84 


6,64 


2,99 


4,60 


2,60 


3,78 


2,37 


3,32 


2,21 


3,02 
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et statistiques 



7.2 Elements de statistiques 



Table 6 : Loi de Snedecor (suite) 



m 2 




= 6 




= 8 


= 


= 12 




= 24 


m y 


= oo 


P = 0,05 


P=0,01 


P= 0,05 


P = 0,01 


P = 0,05 


P=0,01 


P = 0,05 


P = 0,01 


P = 0,05 


P = 0,01 


1 


234,0 


5 859 


238,9 


5 981 


243,9 


6 106 


249,0 


6 234 


254,3 


6 366 


2 


19,33 


99,33 


19,37 


99,36 


19,41 


99,42 


19,45 


19,56 


19,50 


99,50 


3 


8,94 


27,91 


8,84 


27,49 


8,74 


27,05 


8,64 


26,60 


8,53 


26,12 


4 


6,16 


15,21 


6,04 


14,80 


5,91 


14,37 


5,77 


13,93 


5,63 


13,46 


5 


4,95 


10,67 


4,82 


10,27 


4,68 


9,89 


4,53 


9,47 


4,36 


9,02 


6 


4,28 


8,47 


4,15 


8,10 


4,00 


7,72 


3,84 


7,31 


3,67 


6,88 


7 


3,87 


7,19 


3,73 


6,84 


3,57 


6,47 


3,41 


6,07 


3,23 


5,65 


8 


3,58 


6,37 


3,44 


6,03 


3,28 


5,67 


3,12 


5,28 


2,93 


4,86 


9 


3,37 


5,80 


3,23 


5,47 


3,07 


5,11 


2,90 


4,73 


2,71 


4,31 


10 


3,22 


5,39 


3,07 


5,06 


2,91 


4,71 


2,74 


4,33 


2,54 


3,91 






11 


3,09 


5,07 


2,95 


4,74 


2,79 


4,40 


2,61 


4,02 


2,40 


3,60 


12 


3,00 


4,82 


2,85 


4,50 


2,69 


4,16 


2,50 


3,78 


2,30 


3,36 


13 


2,92 


4,62 


2,77 


4,30 


2,60 


3,96 


2,42 


3,59 


2,21 


3,16 


14 


2,85 


4,46 


2,70 


4,14 


2,53 


3,80 


2,35 


3,43 


2,13 


3,00 


15 


2,79 


4,32 


2,64 


4,00 


2,48 


3,67 


2,29 


3,29 


2,07 


2,87 


16 


2,74 


4,20 


2,59 


3,89 


2,42 


3,55 


2,24 


3,18 


2,01 


2,75 


17 


2,70 


4,10 


2,55 


3,79 


2,38 


3,45 


2,19 


3,08 


1,96 


2,65 


18 


2,66 


4,01 


2,51 


3,71 


2,34 


3,37 


2,15 


3,00 


1,92 


2,57 


19 


2,63 


3,94 


2,48 


3,63 


2,31 


3,30 


2,11 


2,92 


1,88 


2,49 


20 


2,60 


3,87 


2,45 


3,56 


2,28 


3,22 


2,08 


2,86 


1,84 


2,42 






21 


2,57 


3,81 


2,42 


3,51 


2,25 


3,17 


2,05 


2,80 


1,81 


2,36 


22 


2,55 


3,76 


2,40 


3,45 


2,23 


3,12 


2,03 


2,75 


1,78 


2,31 


23 


2,53 


3,71 


2,38 


3,41 


2,20 


3,07 


2,00 


2,70 


1,76 


2,26 


24 


2,51 


3,67 


2,36 


3,36 


2,18 


3,03 


1,98 


2,66 


1,73 


2,21 


25 


2,49 


3,63 


2,34 


3,32 


2,16 


2,99 


1,96 


2,62 


1,71 


2,17 


26 


2,47 


3,59 


2,32 


3,29 


2,15 


2,96 


1,95 


2,58 


1,69 


2,13 


27 


2,46 


3,56 


2,30 


3,26 


2,13 


2,93 


1,93 


2,55 


1,67 


2,10 


28 


2,44 


3,53 


2,29 


3,23 


2,12 


2,90 


1,91 


2,52 


1,65 


2,06 


29 


2,43 


3,50 


2,28 


3,20 


2,10 


2,87 


1,90 


2,49 


1,64 


2,03 


30 


2,42 


3,47 


2,27 


3,17 


2,09 


2,86 


1,89 


2,47 


1,62 


2,01 


40 


2,34 


3,29 


2,18 


2,99 


2,00 


2,66 


1,79 


2,29 


1,51 


1,80 


60 


2,25 


3,12 


2,10 


2,82 


1,92 


2,50 


1,70 


2,12 


1,39 


1,60 


120 


2,17 


2,96 


2,01 


2,66 


1,83 


2,34 


1,61 


1,95 


1,25 


1,38 


oo 


2,09 


2,80 


1,94 


2,51 


1,75 


2,18 


1,52 


1,79 


1,00 


1,00 
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INDEX ALPHABETIQUE 



0-methodes, 124 

A 

Accroissements finis (formule des), 71 
Adams-Bashforth (methode de), 126 
Aire du triangle, 224 
Alembert (regies de), 53 
Alembert (theoreme de), 29 
Angle 

de 2 vecteurs, 208 
de deux directions, 224 
de deux droites, 227 
de deux plans, 255 
Anneau, 2 
d’integrite, 2 
unitaire, 2 

Apollonius (theoreme de), 243, 248 

Apotheme, 221 

Application convexe, 130 

Arccosinus, 33 

Arccotangente, 34 

Arcsinus, 33 

Arctangente, 34 

Arete de rebroussement, 264 

Argument (d’un nombre complexe), 40 

Arrangements, 12 

Associativite, 2 

Asymptotes, 229, 232 



Axe focal, 242 

Axe radical de 2 cercles, 238 

B 

Barycentre, 197 

Bayes (formule de), 276 

Bernoulli 

(equation de), 116 
(loi de), 279 
(Nombres de), 57 

Bessel (fonction de), 95, 121, 148, 170, 
180, 190 

Beta [|3] (fonction de), 143, 293 
Bezout (theoreme de), 4 
BFGS (algorithme de), 137 
Bienayme-Tchebychev (inegalite de), 284 
Binome (formule du), 13 
Binormale, 260 
Birapport, 213 

Bissectrices de deux droites, 227 
Boole (algebre de), 10 
Borel (theoreme de), 169, 186 
Boule 

fermee, 72 
ouverte, 72 

C 

Cauchy 

(loi de), 282 
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Index alphabetique 



(regies de), 53 
(theoreme de), 97 

Cayley-Hamilton (theoreme de), 28 
Central limite (theoreme), 284 
Centre de courbure, 233 
Centre radical, 238 
Cercle 

de Monge, 244, 245 

des neuf points, 215 
orthoptique, 244, 245, 248 
osculateurs, 244 
Ceva (theoreme de), 214 
Changement de variables, 76, 113 
Chasles (identite de), 195 
Christoffel (symboles de), 211 
Clairaut (equation de), 117 
Classe C 1 , 74 

Cocyclicite (critere de), 213 
Coefficient de correlation lineaire, 298 
Combinaisons, 12 
Commutativite, 2 
Complexes (Nombres), 40 
Composee de fonctions, 68 
Concavite, 229, 236 
Cone directeur, 264 
Conique, 235, 240 
Coniques degenerees, 240 
Continuite, 73 
Contraintes qualifiees, 1 32 
Coplanarite (critere de), 256 
Corps, 2 

commutatif, 3 
Cosinus, 32 

hyperbolique, 36 
integral, 141, 1 77 
Cotangente, 33 
Courbes gauches, 259 
Courbure, 260 
Covariance, 298 
Cramer (regie de), 23 
Croissance comparee, 38 



D 

Deciles d’une serie statistique, 295 
Delambre (formules de), 48 
Densite d’une v.a.r., 280 
Derivee 

d’un vecteur, 201 
normale, 203 
partielle, 73 
Determinants, 20, 21 
antisymetrique, 22 
de Van der Monde, 22 
Developpee, 243, 250 
Developpement limite a l’ordre 1 , 67 
DFP (algorithme de), 136 
Diagonalisation de matrices, 28 
Differentiabilite, 73 
absolue, 211 
Differentielle, 67 
Dirac 

(fonction de), 171 
(mesure de), 2 77 
Directrices, 244, 248, 250 
Distance 

d’un point a un plan, 255 
d’un point a une droite, 227 
de deux points, 223 
Distributivite, 2 
Divergence, 203 
Duhamel (regies de), 54 

E 

Ecart absolu moyen d’une serie 
statistique, 295 

Ecart interquartile d’une serie statistique, 

295 

Ecart- type, 278, 281 

d’une serie statistique, 295 
Echantillons, 294 
Element neutre, 2 
Element symetrique, 2 
Ellipse, 240 
Ellipsoi'de, 267 
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Index alphabetique 



Elliptique (fonction), 146 
Equation 

differentielle, 115 
du l er degre, 15 
du 2 e degre, 15 
du 3 e degre, 17 
du 4 e degre, 19 
focale, 244, 249, 250 

homogene, 115 
implicite, 232 
integrate, 126 
parametrique, 238 
polaire, 245 
reciproque, 15 
Equiprobabilite, 275 
Esperance, 278, 281 
Estimateur sans biais, 296, 297 
Etendue d’une serie statistique, 295 
Euler 

(constante de), 178 
(equation de), 129 
(methode de), 124 
(Nombres de), 58 

Eulerienne (fonction), 143, 1 77, 179 
Evenement, 275 
certain, 275 
elementaire, 275 
impossible, 275 
incompatibles, 275 
Excentricite, 242, 251 
Exponentielle, 35 

F 

Ferme, 73, 130 
Fisher-Snedecor (loi de), 294 
Fonction 
0, 179 

caracteristique d’une v.a.r., 278, 281 

d’erreur, 143 

de repartition, 277, 280 

derivee, 67 

erreur, 172 

implicite, 71 

indicatrice, 278 



inverse, 68 
puissance, 36 
unite, 171 
T incomplete, 176 
^ de Riemann, 60 
Fonctions usuelles, 69 
Formes 

indeterminees, 39 

trigonometrique et exponentielle, 40 
Fourier 

(coefficients de), 61 
(transformation de), 186 
Foyers, 2 44, 248, 250 
Fractions rationnelles, 83, 86 
Frenet (formules de), 261, 262 
Fresnel (integrates de), 93, 14 1 

G 

Gamma |T] (fonction de), 90, 144, 293 
Gauss (methode de), 109 
Gauss-Tchebycheff (methode de), 111 
Gerschgorin (disques de), 27 
Goldstein (methode de), 134 
Gradient (formule du), 206 
Gradient, 202 
Green (formule de), 206 
Groupe, 2 
abelien, 2 

H 

Hamiltonien, 204 
Hankel 

(fonction H de), 152 
(transformation de) ,191 
(transformees de), 193 
Hospital (regie de), 39 
Hyperbole, 240 
d’Apollonius, 247, 250 
equilatere, 37, 249 
Hyperbolique (fonction), 36 
Hyperboloi'de 

a deux nappes, 268 
a une nappe, 269 
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Index alphabetique 



Hypergeometriqiie (fonction), 121, 147, 

177 

I 

Indicatrice spherique, 260 
Inflexions, 229, 236 
Integrale 

curviligne, 75 
de Riemann, 75 
de Fresnel, 93, 141 
de Wallis, 91, 146 
doubles, 1 1 1 
elliptiques, 107 
triples, 112 

Integration par parties, 76 
Interpolation parabolique (methode de), 

133 

Intersection d’une droite et d’un plan, 
256 

Intervalle de confiance, 296, 297 

K 

Kelvin (fonction de), 156 
Kronecker (symbole de), 165 

L 

Lagrange (equation de), 117 
Laplace 

(methode de), 90 

(transformation de), 96, 121, 127, 
167 

Laplace Gauss (loi de), 287 
Laplacien, 204 

Legendre-Gauss (methode de), 110 
Leibniz (formule de), 71 
Lieu geometrique, 237 
Limites, 38 
Logarithme 
de base a, 35 
nep^rien, 35 
Loi 

binomiale, 279, 285 
centree reduite d’une v.a.r., 284 



de probability, 277 
du x 2 , 293, 300 

exponentielle, 282 

faible des grands nombres, 284 

forte des grands nombres, 284 

gaussienne, 282 

geometrique, 279 

normale reduite, 287 

uniforme, 282 

M 

Markov (inegalite de), 283 
Matrice, 20, 23 
adjointe, 26 
antisymetrique, 31 
compagnon, 30 
conjuguee, 26 
hessienne, 132 
identite, 24 
inverse, 23 
stochastique, 31 
symetrique, 30 
transposee, 25 

Mediane d’une serie statistique, 295 
Mellin (transformation de), 96, 188 
Mellin-Fourier (formule de), 186 
Menelaus (theoreme de), 214 
Methode 

de gradient, 134 
de moindre carre, 297 
de projection, 137 
de rectangle, 108 
de trapeze, 108 
du gradient conjugue, 135 
du point milieu, 108 
du trapeze corrigee, 1 09 
des residus, 90 

Module d’un nombre complexe, 40 
Moivre (formule de), 41, 52 
Moment 

d’ordre p d’une v.a.r., 278, 281 
d'un vecteur par rapport a un axe, 198 
d un vecteur par rapport a un point, 
198 

relatif de deux vecteurs, 199 
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Index alphabetique 



Moyenne 

d’une s^rie statistique, 295 
empirique, 297 

N 

Nabla (operateur), 204 
Negation, 10 
Neper (formules de), 48 
Newton (methode de), 136 
Nombre derive, 67 

Normale, 229, 232, 236, 243, 247, 250, 
267, 271 
Norme, 72 

d’un vecteur, 208 
Numeration binaire, 7 

O 

Olinde Rodrigues (formule de), 158 
Ombilics, 268, 271 
Optimisation, 130 
Ostrogradsky (theoreme de), 205 
Ouvert, 73 

P 

Parabole, 240, 249 
Paraboloide 
elliptique, 270 
hyperbolique, 272 
Parseval (theoreme de), 186 
Permutations, 11 
Perpendiculaire commune a deux 
droites, 257 
Plan 

bissecteur, 255 
cyclique, 271 
normal, 259 

osculateur, 260 

tangent, 267, 271 
Point 

multiple, 232 
ordinaire, 232 
singulier essentiel, 98 
stationnaire, 231 
doubles, 231 



Poisson (loi de), 279, 290 
Polak-Ribiere (methode de), 136 
Pole 98 

Pole multiple, 99 
Polynomes 

d'interpolation de Lagrange, 165 
de Gegenbauer, 121 
de Jacobi, 121 
de Laguerre, 121, 164 
de Legendre, 121, 157 
de Tchebycheff, 121, 161 
d'Hermite, 121, 160 
Poncelet (theoreme de), 245 
Primitives, 77 
Probability, 275 
conditionnelle, 276 
de bunion, 276 
Produit 
logique, 10 
mixte, 196 
scalaire, 195, 207 
vectoriel, 196 
infinis, 65 

Progressions arithmetiques, 4 
Progressions geometriques, 4 
Ptolemee (theoreme de), 221 
Puissance d’un point par rapport 
a un cercle, 237 

Q 

Quadratiques (formes), 31 
Quadrique, 266 
Quantificateurs, 1 

Quartiles d’une serie statistique, 295 
Quasi-Newton (methodes de), 136 

R 

Rayon de courbure, 233, 251, 261 
Rayon de torsion, 261 
Regression lineaire, 297 
Residus (theoreme des), 98 
Reste de la somme d'une serie, 55 
Ricci (theoreme de), 212 
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Index alphabetique 



Riemann 

(integrate de), 75 
(regies de), 53 
Rotationnel, 203 
(formule du), 206 
Runge-Kutta (methodes de), 125 

S 

Sarrus (regie de), 20 
Section doree (methode de la), 133 
Series, 52 
alternees, 54 
de Bertrand, 54 
de Fourier, 60 
de Laurent, 97 
de Neumann, 30 
entieres, 55 
eometrique, 59 
armonique, 59 
Simpson 

(methode de), 109 
(droite de), 215 
Sinus, 32 

hyperbolique, 36 
integral, 141, 1 77 
Snedecor (loi de), 302 
Somme 

de deux v.a.r. independantes, 284 
logique, 10 
Sphere de monge, 268 
Stewart (theoreme de), 214 
Stirling (formule de), 65, 145 
Stokes (formule de), 206 
Student (loi de), 293, 301 
Surface 

de niveau, 202 
de revolution, 265 
developpable, 264 
Systemes 

differentiels, 122 
lineaires, 20, 22 

T 

Tangente, 33, 230, 232, 236, 238, 239, 
242, 247, 250, 259 



a une courbe, 228 
hyperbolique, 36 
Taylor (formule de), 54, 202 
Tenseur, 209 

fondamental, 211 
metrique, 208 
Torseur, 199 
Torsion, 260 
Trace, 28 
Transformation 
de Fourier, 1 86 
de Fiankel, 191, 193 
de Laplace, 96, 121, 127, 167 
de Mellin, 96, 188 
Triangle de pascal, 14 
Trigonalisation de matrices, 29 
Trigonometric, 42 
hyperbolique, 49 
spherique, 46 

U 

Univers, 275 

Uzawa (algorithme de), 138 

V 

V.a.r. 

discretes, 277 
independantes, 283 
Valeurs propres, 26 
Variable aleatoire reelle, 276 
Variance, 278, 281, 295 
Variations (calcul des), 128 
Vecteur 

normal, 233 
propre, 27 
tangent, 233 

Volterra (equation de), 127 
Volume d’un tetraedre, 224 

W 

Wallis (integrates de), 91, 146 
Weber-Hermite (fonction de), 159 
Wolfe (methode de), 134 
Wronskien, 122 
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